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Voorwoord

Het voor u liggende diktaat WISKUNDIGE TECHNIEKEN 3 (van januari 2009)
is een ongewijzigde kopie van het diktaat WISKUNDIGE METHODEN VOOR
Fysicr (van januari 2007). Het is een samenvoeging van twee oudere tek-
sten: HILBERTRUIMTEN VOOR F'YSICI en INFINITESIMAALREKENING 3. Het
hoort bij de cursus WISKUNDIGE TECHNIEKEN 3, waarvoor korte tijd ook
de naam WISKUNDIGE METHODEN VOOR F'YSICI is gebruikt en die in 2007
is ontstaan door een fusie van de eerste helft van een cursus die in de jaren
2004 t/m 2006 is gegeven onder de naam HILBERTRUIMTEN VOOR FYSICI en
de cursus INFINITESIMAALREKENING 3 uit 2001/2002. Bij deze samenvoe-
ging zijn geen veranderingen aangebracht in de oudere teksten. Er is alleen
een hoofdstuk over Besselfuncties tussengevoegd. Voorheen was dat een on-
derwerp uit het tweede deel van Hilbertruimten en werd behandeld uit het
boek "Elementary Differential equations and Boundary Value Problems’ van
Boyce en DiPrima.

Het deel Hilbertruimten voor Fysici van de cursus WISKUNDIGE TECH-
NIEKEN 3 behandelt wiskundige technieken m.b.t. bijzondere differentiaal-
vergelijkingen die worden gebruikt in de QQUANTUMMECHANICA. Het deel
Infinitesimaalrekening 3 gaat over complexwaardige funkties van een com-
plexe variabele.



Voorwoord over Hilbertruimten

Een Hilbertruimte is een lineaire ruimte H voorzien van een inprodukt (, ),
zodat ‘H wvolledig is t.a.v. de door het inprodukt gedefinieerde afstandsfunktie.
Dit laatste betekent: het inprodukt geeft een afstandsfunktie op de lineaire
ruimte H:

afstand(v, w) = /(v — w,v — w);

met dit afstandsbegrip kunnen we praten over convergentie van rijen van
elementen in H; volledigheid van 'H betekent dat elke rij van elementen in ‘H
die voldoet aan het convergentickenmerk van Cauchy, een limiet heeft in H.
Volledigheid is een voorwaarde opdat ‘H Hilbertruimte genoemd mag worden.

De scalairen die op de lineaire ruimte werken, kunnen zowel reéle als com-
plexe getallen zijn. Wij beperken ons in dit diktaat veelal tot reéle scalairen.

De lineaire ruimten die men in een eerste cursus Lineaire Algebra tegen-
komt, worden vaak vektorruimten genoemd en zijn meestal eindigdimensio-
naal; d.w.z. de vektoren in zo'n ruimte hebben slechts eindig veel (onathan-
kelijke) coordinaten. De lineaire ruimten in deze cursus bestaan uit funkties
op R (of een interval in R). De waarden van zo'n funktie in de punten van R
fungeren als coordinaten. Veel van de hier beschouwde lineaire ruimten zijn
daarom oneindig dimensionaal. Maar we zullen ook zien dat door allerlei
voorwaarden die aan zo'n funktie kunnen worden opgelegd, de funktiewaar-
den in verschillende punten van R niet meer volledig onathankelijk van elkaar
kunnen worden gekozen. Die voorwaarden kunnen zelfs zo stringent zijn dat
de lineaire ruimte van funkties die aan die voorwaarden voldoen, toch ein-
digdimensionaal is.

De uit een eerste cursus Lineaire Algebra bekende begrippen lineaire deel-
ruimte, lineaire afbeelding, eigenwaarde en eigenvektor, inprodukt kunnen
zonder meer worden overgenomen in de oneindigdimensionale context (al-
thans als men de definities goed heeft gekozen). De voorbeelden van deze
begrippen vertonen nu echter een veel grotere variatie aan verschijningsvor-
men. Andere begrippen, zoals basis en diagonaliseerbaar, vereisen ingrij-
pender aanpassingen: in de oneindigdimensionale situatie moet men lineaire
combinaties bekijken met oneindig veel termen; dat zijn een soort reeksen
en men moet convergentiekwesties oplossen; daarbij speelt dan de bovenge-
noemde volledigheid een esentiéle rol.

Lineaire afbeeldingen en eigenwaardeproblemen waar we hier in geinteres-
seerd zijn, manifesteren zich als lineaire differentiaaloperatoren en differen-



tiaalvergelijkingen. De oplossingen van deze differentiaalvergelijkingen zijn
dan de eigenvektoren, maar het is beter om die hier eigenfunkties te te noe-
men. Matrices, en daarmee ook de standaard methode om eigenwaarden te
berekenen als wortels van het karakteristicke polynoom, werken niet in de
oneindigdimensionale situatie. We zullen nieuwe methoden leren om diffe-
rentiaalvergelijkingen, en daarmee eigenwaardeproblemen, op te lossen.

Oplossingen van een homogene lineaire differentiaalvergelijking vormen
een lineaire deelruimte van de lineaire ruimte van alle funkties op R (of een
geschikt interval). Een andere manier om lineaire deelruimten te maken
is door randvoorwaarden op te leggen. Het effekt van de combinatie van
randvoorwaarden met eigenwaardeproblemen is het belangrijkste thema van
dit diktaat en is een van de fundamentele aspekten van (de wiskundige kant
van) de quantummechanica.

Inprodukten gaan in dit diktaat pas een rol spelen als we van de inte-
ressante differentiaaloperatoren al alle eigenwaarden en eigenfunkties hebben
bepaald. Het inprodukt maakt dan nog extra struktuur zichtbaar, waaronder
analogieén met het eindigdimensionale geval zoals de kwestie van diagonali-
seerbaarheid van de beschouwde (differentiaal-)operatoren.

Voor de fysische interpretatie van al deze zaken verwijzen we naar na-
tuurkundecolleges, zoals Quantummechanica.



1 Machtreeksen

1.1 De convergentiestraal

In dit hoofdstuk beschouwen we een klasse van reeksen die voor de theo-
rie van differentieerbare funkties van bijzonder belang is, namelijk die der
machtreeksen. Zij o een complex getal, en laat a,, een rij complexe getallen
zijn. Dan noemen we de reeks

S au(z—a)" (1)

n>0

(met z een complexe variabele) een machtreeks rond het punt a. We be-
schouwen de machtreeks als reeks van funkties in de variabele z. De notatie
(1) moet zo opgevat worden dat ag(z — «)® betekent ag.

Uiteraard moeten we eerst onderzoeken voor welke z € C de reeks (1) con-
vergeert. Ter vereenvoudiging van het schrijfwerk beperken we ons voorlopig
tot machtreeksen rond 0, dus van de vorm

Z an2". (2)

n>0

Door achteraf z te vervangen door z — « kan men de hele hier ontwikkelde
theorie van machtreeksen rond 0 ook toepassen voor machtreeksen rond een
willekeurig punt a € C.

Ter verdere vereenvoudiging van het schrijfwerk schrijven we in de rest

van dit hoofdstuk
Z in plaats van Z .

n>0

Lemma 1.1 Als er een positief reéel getal r is zo dat
a, = QO (7’_”) voor n — oo,
dan convergeert de reeks Z a,z" (absoluut) voor elke z € C met |z| < r.

Bewijs: a, = O (r™") voor n — 0o, betekent dat er een M > 0 is zo dat

la,| < Mr~" voor elke n > 0.



Dan is voor elke n
|anz"| < M(|z|r™)".

Als |z| < ris, dan is |z|r7! < 1 en convergeert de meetkundige reeks

S™(Jz]r~H". De (absolute) convergentie van de reeks Y a,, 2" volgt nu uit de
zogeheten Majorantie Stelling voor reeksen. |

Gevolg 1.2 Laat voor zekere zy # 0 de reeks > a,z convergeren. Dan is
de reeks Y a,z" (absoluut) convergent voor elke z € C met |z| < |z|.

Bewijs: Uit de convergentie van » a,z{ volgt lim,,_, a,z} = 0. Er is dus
een getal M > 0 zo dat voor elke n geldt |a,z{| < M. Anders gezegd

an = O (|z]™) voor n — oQ.

Pas nu Lemma 1.1 toe. [ ]

Stelling 1.3 Voor een machtreeks Y a,z" geldt:

e ofwel er is een redel getal R > 0 zo dat de reeks ) a,z" convergeert
voor elke z € C met |z| < R en divergeert voor elke z € C met |z| > R

e ofwel de reeks Y a,z" convergeert voor elke z € C.
In dit laatste geval stellen we R = oo.

Bewijs: Neem aan dat voor de gegeven machtreeks niet het tweede geval
geldt; d.w.z. neem aan dat er een z; € C is waarvoor de reeks Y a,z]
divergeert. Dan is er vanwege Gevolg 1.2 ook een positief reéel getal y;
waarvoor de reeks > a,y} divergeert (bijvoorbeeld y; =1+ |z|).

Neem z; = 0. Dan convergeert de reeks Y a,z7. Uitgaande van deze
x1 en gy construeren we nu induktief twee rijen {zj}r>1 en {yx}r>1 zodat
voor elke k > 1 de reeks > a,z} convergeert en de reeks Y a,yp divergeert.
Aangenomen dat we xj en y; al hebben, definiéren we

1 n
Tre1 = 5Tk + yk) 1
als an | =(zp + convergeert
Yo = B 2o 5o+ u) :

L1 = Tk 1 " .
als an | =(xp + divergeert
Yot = 5(Tk + Uk) } Z (2( : yk)) &

De rij {2 }r>1 is dan een monotoon stijgende rij reéle getallen, die van boven
begrensd is (door ;). Deze rij heeft dus een limiet, die we R noemen.
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Uit de constructie is duidelijk dat voor elke £ > 1

1 k—1
[y, — x| < (5) ly1 — 1.

Daarom convergeert ook de rij {y}x>1 naar R:

lim x, = lim y, = R.
k—o0 k—o0
Als nu z € C zo is dat |z| < R, dan is |z| < xj voor een zekere k en
convergeert de reeks Y a, 2" volgens Gevolg 1.2.
Als daarentegen z € C zo is dat |z| > R, dan is |z| > y; voor een zekere
k en divergeert de reeks > a,z" volgens Gevolg 1.2. [ ]

Opmerkingen.

1. De R in de bovenstaande stelling heet de convergentiestraal van de
machtreeks > a,2". De (open) cirkelschijf {z € C||z| < R} heet de
convergentieschijf van de machtreeks; in geval R = oo is de convergen-
tieschijf het hele complexe vlak C; in geval R = 0 is de convergentie-
schijf leeg. Als R # oo is, noemt men de cirkel {z € C||z| = R} de
convergentiecirkel van de machtreeks.

2. Merk op dat Stelling 1.3 geen uitspraak doet over de convergentie of di-
vergentie van de reeks " a,z" voor punten z op de convergentiecirkel.
Het kan gebeuren dat de reeks in sommige punten van de convergentie-
cirkel convergeert, terwijl hij in andere punten van de convergentiecirkel
divergeert. We zullen hier niet verder ingaan op het, soms heel subtiele,
gedrag van machtreeksen op hun convergentiecirkel.

De volgende stelling is in de praktijk veelal toereikend om de convergen-
tiestraal van een machtreeks te bepalen.

Stelling 1.4 Voor de convergentiestraal R van de machtreeks > a,z" geldt:
a. Als lim {/|a,| = L bestaat, dan is R = L.

Ap+1

b. Als lim

n—oo

= M bestaat, dan is R = M~!.

Qn



Opmerking. Het bovenstaande is zo bedoeld dat als L = 0 of M = 0, dan
is R = oo, terwijl L = oo of M = oo impliceert R = 0.

Bewijs: (a) Als L bestaat, dan is
lim {/|a,z"| = L|z|

en de conclusie volgt door toepassing van het zogeheten Wortelkenmerk voor
reeksen.

(b) volgt op soortgelijke manier door toepassing van het zogeheten Quotient-
kenmerk voor reeksen. |

Voorbeelden.

1. De meetkundige reeks > z™ heeft convergentiestraal 1, immers L = 1.
2. De recks > (n + 1)z" heeft convergentiestraal 1, immers M = 1.

3. De reeks > %T,L heeft convergentiestraal oo, immers M = 0.

4. De reeks > nlz™ heeft convergentiestraal 0, immers M = oc.

5. Beschouw de reeks anQ”; dus as, = n, en as,+; = 0. Hieruit blijkt
dat de limieten L en M niet bestaan. Voor de reeks > nw™ geldt echter
dat M = 1, dus R = 1. Substitutie w = 22 leert ons nu dat ook de
oorspronkelijke reeks convergentiestraal 1 heeft.

1.2 Machtreeksfunkties en hun afgeleiden.

Een machtreeks definieert op zijn convergentieschijf een funktie door

f(z) = Z anz".

We laten zien dat deze funktie oneindig vaak complex differentieerbaar is.

Lemma 1.5 Laat ) a,z" een machtreeks zijn met convergentiestraal R.
Dan heeft ook de machtreeks Y . na,z""! convergentiestraal gelijk aan R.



Bewijs: Als R # oo is en de machtreeks -, na,z""! zou een convergentie-

straal groter dan R hebben, dan zou er een z met |z| > R bestaan waarvoor
n—1

de reeks »_ -, na,z""" absoluut convergeert. Wegens

Ina,z" ' > |a,z"| als n > |z|.

zou daaruit de absolute convergentie van de reeks > a, 2" volgen. Dit zou in
tegenspraak zijn met |z| > R. Dus is de convergentiestraal van de machtreeks
3o nay 2"t niet groter dan R.

Omdat de convergentiestraal van > ., na,z""
lemma nu bewezen in geval R = 0. -

In geval R > 0 is, nemen we willekeurig een positief reéel getal ¢ < R.
Uit de convergentie van Y a,c" volgt lim,,_, a,c” = 0. Dus bestaat er een
K > 0 zo dat |a,c"| < K voor alle n. Derhalve is voor elke z € C:

1 minstens 0 is, is het

n—1
z

Ina,z"'| < Kc'n <u) voor n > 1.
c

Volgens bovenstaand voorbeeld (2) heeft de reeks > ., nw" ! convergentie-
straal 1. Met het majorantiecriterium zien we nu dat de reeks Y ., na, 2"
convergeert voor |z| < ¢. Omdat dit geldt voor iedere ¢ < R, is de conver-
gentiestraal van de machtreeks > . na,z""! minstens R. We concluderen
dat de convergentiestraal van deze machtreeks precies R is. |

Met induktie leidt men uit het voorgaande lemma af:

Gevolg 1.6 Laat Y a,2" een machtreeks zijn met convergentiestraal R.
Dan heeft voor elke 7 > 0 ook de machtreeks

Zn(n_l)""'(n—j—i-l)an,z"—j

n>j

convergentiestraal gelijk aan R. |

Stelling 1.7 Laat > a,2" een machtreeks zijn met convergentiestraal
R > 0. Dan is de funktie f gedefinieerd door

f(z) = Z an 2"

n>0

b}



complex differentieerbaar op de convergentieschijf {z € C||z| < R} en wordt
de afgeleide gegeven door

= g na,z""1.

n>1

Bewijs: Fixeer o met || < R en kies ¢ zo dat |a| < ¢ < R. Voor elke h € C
die voldoet aan |h| < ¢—|a|, en voor elke n > 2 is dan volgens het binomium
van Newton:

(a+h)n_an n—1 _ = n' n—k—2 _k
h —na™) = [h] Zk!(n—k:)!h “
k=0
< Jhinn 1) Zk, AP+l
< |hln(n - )(|04!+|h|)” ’
< |hn(n —1)c"?

Volgens Gevolg 1.6 is de reeks Y- -, n(n — 1)[a,|c"* convergent. De voor-
gaande berekening laat zien dat voor elke h € C, met |h| < ¢ — |af, geldt

h
f(a+ Znan n—1 <|h|z n_1|an|cn 2‘

n>1

Door hier nu de limiet voor h — 0 te nemen, zien we dat f complex differen-
tieerbaar is in a, met de gewenste afgeleide. [ |

Door herhaald toepassen van de bovenstaande stelling volgt direkt:

Gevolg 1.8 Een machtreeks »_ a,z" met convergentiestraal R > 0 stelt op
zijn convergentieschijf een willekeurig vaak complex differentieerbare funktie
f(2) voor. Voor elke j > 0 wordt de j-de afgeleide fU)(z) gegeven door

=S " nn—1)- ... (n—j+1)a"" (3)

1 .
In het bijzonder is a; = ,—‘f(])(O) voor elke j > 0. [ ]
J!



Laat U een open deelverzameling van C zijn. Een funktie f : U — C heet
analytisch (of holomorf) indien voor elk punt a € U een in U gelegen open
cirkelschijf D met middelpunt « bestaat zo dat f op D gegeven wordt door

een machtreeks:
1) =3 an(z - a) (1)
n>0
met a, € C.
Wegens Gevolg 1.8 is de analytische funktie f op U willekeurig vaak
complex differentieerbaar en zijn de afgeleide funkties f™ weer analytisch.
Verder geldt voor de coefficienten in (4) volgens Gevolg 1.8:

M)

Y

()

We zien dat de machtreeksontwikkeling van de analytische funktie f, op
de open schijf D, precies wordt gegeven door de bekende formule van de
Taylorreeks

™
fo) =3 LD o (6)

n!
n>0

1.3 Som en produkt van machtreeksen

Laat een tweetal machtreeksen Y a,z" en > b,2", met convergentiestralen
respectievelijk Ry en Ry, gegeven zijn. Laat R := min(R;, Ry) en neem aan
dat R > 0 is. Deze machtreeksen definiéren funkties

f(z):= Zanz” en  g(z):= anz”

op de open schijf D :={z € C||z| < R}.
Ook de machtreeks > (a, + b,)z" convergeert dan voor elke z € D en er
geldt

f(z)+9(z) =) (an+b,)z"  voor z€D (7)

Voor het produkt f(z)g(z) zullen we de volgende, tamelijk voor de hand
liggende, formule bewijzen

f(2)g(z) =) < akbn_k) 2" (8)

n=0
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Hiertoe merken we eerst op dat volgens de rekenregels voor produkten van
eindige sommen voor elke N > 0 geldt

(Soe) (So0) =35 () 35 (55 ) -

n=0 n=0 n=N+1 =n—N

Vervolgens merken we op dat

2N N
< > <Z |ak2k|\bn—kzn_k|>

n=N+1 \k=n—N n=N+1 \k=n—N
k m k m
< | Y ] (Z\bmz \) + <Z|akz |> > (bmz™]
k>N/2 m>0 k>0 m>N/2

De limiet voor N — oo van deze laatste uitdrukking is 0. Aldus blijkt:

n=0

lim =0
N—oo

oftewel

(See) (o) =32 (o) =

n=0 n=0 n=0 \k=0

Natuurlijk gelden een soortgelijke formules voor som en produkt ook voor
machtreeksen rond een willekeurig punt a.

1.4 Enkele belangrijke machtreeksfunkties

Op dit moment hebben we voldoende theorie ontwikkeld om machtreeks-
ontwikkelingen voor enkele bekende complex differentieerbare funkties af te
leiden.

Voorbeelden.
1. De meetkundige reeks ano 2™ heeft convergentiestraal 1. De bijbeho-

rende machtreeksfunktie valt op de open schijf {z € C||z| < 1} samen

met de funktie
1 n
D OE ©)

n>0



Door beide leden van formule (9) te differentiéren en vervolgens met z
te vermenigvuldigen vinden we

ﬁ = an” voor |z| < 1.
n>1

. De machtreeks 'jL—T,L heeft convergentiestraal co. Dus is

n

f =35

n=0

een complex differentieerbare funktie op C. Uit Stelling 1.7 blijkt dat
f'(z) = f(z) voor alle z € C. Bovendien is f(0) = 1. Hieruit volgt
f(z) = €*. Dus:

ef = Z % voor z € C. (10)

. Wanneer we de gebruikelijke definitie van de trigonometrische en hy-
perbolische funkties in termen van de exponentiéle funktie uitbreiden
naar complexe getallen, vinden we m.b.v. de bovengenoemde reeks
voor e*:

: _ e —e® — (=" 2k+1
e m Ty T kz:; 2k+ 1)1
. 6iz + e—iz o (_1>k ok
Cosz 1= o = Z 0] z
k=0
e —e’* - 1
sinhz = — = Z SE—
|
2 — (2k + 1)!
_ e +e* = 1 ok
coshz = — = Z (Qk)!z
k=0
geldig voor elke z € C. Verder blijkt
sin z = —isinh(iz) cos z = cosh(iz) ,
sin’ z = cos z, cos’' z = —sinz,

sinh’ 2z = coshz, cosh’z = sinh z.



4. De machtreeks 2@1 (_13:_1,2” heeft convergentiestraal 1. Op de open
schijf {z € C||z| < 1} hebben we dus de funktie

g(z) == Z (=" 2", (11)

n
n>1

De afgeleide van g is dan

n>1
Wanneer we nu de funktie (14 2)~'e9®) differentiéren, blijkt:
(1+ z)_leg(z)), = —(14+2)7293) + (14 2)7 ¢/ (2)e?™® = 0.

Dus is (1 + 2)7'e9®) constant, gelijk aan 1 (want voor z = 0 is de
funktiewaarde (1+0)"1e9® = 1, omdat g(0) = 0). Anders geschreven:

eI =14 2. (13)

Het ligt nu voor de hand om i.p.v. de neutrale funktienaam g voor deze
funktie de naam log(1 + z) te introduceren. Dan wordt (11):

log(1+2) = Z (_17)71_12” (14)

n>1
en formule (12) wordt

1
log(1+4 2)) = . 15
(og(1 +2)) = T (15)
Opmerking. Aangezien we tot nu toe nog niet beschikten over een
goede definitie voor de logaritme van een complex getal, moet men
formule (14) interpreteren als een definitie van de funktie log(1+ z) op

de open schijf {z € C||z] < 1}.

1.5 Machtreeksen en differentiaalvergelijkingen;
een voorbeeld

Nu we beschikken over log(1 4 z) kunnen we voor elke r € R ook de funktie
(14 2)" op de open schijf {z € C||z| < 1} definiéren door

(1 + Z)T — erlog(l-i—z)‘ (16)
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We gaan voor deze funktie de machtreeksontwikkeling (Taylorreeks) rond 0
bepalen.
We schrijven

f(z) = (1+2)".

Dan is vanwege de kettingregel en vanwege formule (15)

1 e log(1+z) __

/ —_= =

dus
(L+2)f'(z) =rf(2). (17)

We zijn op zoek naar de machtreeksontwikkeling van de funktie f(z) rond 0;
d.w.z. we zoeken coéfficiénten a,, € C voor n > 0 zo dat

f(z) = Z 2"

n>0

voor z in een klein cirkelschrijfje met middelpunt 0.

Opmerking: Pas als we de coéfficiénten a, hebben berekend zullen we zien
wat de convergentiestraal van de machtreeks is en dus hoe groot we dit
cirkelschijfje kunnen nemen.

We vullen deze machtreeksontwikkeling in in de differentiaalvergelijking
(17). Het linkerlid wordt dan

(1+2)f'(2) = (1+2) Znanz”_l

n>1

= g nanz”_l—l—zg na, 2"

n>1 n>1

= Z(n + Dap12" + Z na,z"

n>0 n>0

— Z((n + 1)an41 + nay,)2"

n>0

Het rechterlid wordt

11



Linker- en rechterlid zijn aan elkaar gelijk:

Z((n + Day1 +nay)z" = Zranzn

n>0 n>0

Omdat twee machtreeksen alleen maar aan elkaar gelijk zijn als de over-
eenkomstige coéfficiénten gelijk zijn, voldoen de coéfficiénten a,, dus aan de
vergelijkingen:

(n+ 1)ap+1 + na, = ra, voor elke n > 0.

Dit kan men herschrijven als

r—mn
an
n+1

Upp1 = voor elke n > 0. (18)

Men noemt (18) een recursierelatie. Daarnaast weten we
ag = f(0) = er'oelF0) — g0 — 1, (19)

Met de recursie kan men nu a; berekenen uit ag; vervolgens as uit a; az uit
as ete.:

a, = rag=r
r—1 r(r—1)
a _= al = ——
? 1+1 " 1.2
-2 —1)(r—2
I JL (et (ot
2+1 1.2.3
Het algemene resultaat is
r-(r—=1)-...-(r—=n+1)
a, = :
1-2-...-n

Omdat de uitdrukkingen in het rechterlid belangrijk zijn en vaak voorkomen
heeft men er een standaardnotatie voor ingevoerd:
Notatie: Voor een reéel getal r en een geheel getal n > 0 definieert men

(r)::r-(r—l)'...'(r—n+1)

2
n 1-2-...-n (O>

Verder definieert men ( 6 ) = 1.
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Voor de funktie f(z) = (1 + 2)" hebben we m.b.v. de differentiaalverge-
lijking (17) en de beginwaarde f(0) = 1 de machtreeksontwikkeling rond 0

gevonden:
(1+z)’”=2<;)zn (21)
n>0

Wat is de convergentiestraal van deze machtreeks?
Geval 1: r is een geheel getal > 0. Dan is

(r) re(r—1)-...-(r—n+1)

n )= 1 2. 7 =0 als n>r,

omdat voor n > r+ 1 boven de streep de factor r — (r+1) 4+ 1 = 0 voorkomt.

Als r is een geheel getal > 0 is, zijn alle coéfficiénten vanaf de r 4 1-ste gelijk

aan 0. De machtreeks heeft slechts eindig veel termen; is dus een polynoom en

convergeert voor alle waarden van z € C. De convergentiestraal is oneindig
In het speciale geval dat r een geheel getal > 0 is wordt (21)

(1+z)r:i<;)z” (22)

n=0
Deze formule staat bekend als het Binomium van Newton. De coéfliciénten

noemt men de binomiaalcoéfficiénten. Men kan gemakkelijk nagaan

dat, wanneer r een geheel getal > 0 is,
T\ r!
n ) nllr—n)

1+2)0° =1
1+2) = 142
)2 = 142242
14+2)° = 1432+32%+2°
)
)

Voorbeelden

14+2) = 14424622 +423+ 24
14+2)° = 145241022 +102° +52* + 2°
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Geval 2: r is niet een geheel getal > 0. Dan is

(;)7&0 voor alle n >0
= lim

r r\7!

Daarom heeft de machtreeks in (21) convergentiestraal 1 en geldt de gelijkheid
in (21) alleen maar voor |z| < 1:

en is

lim

n—oo

|r — nl B

= 1.

(e}

ro__ r n
(1+2) _z_:o(”) z voor |z| < 1. (23)
Voorbeelden
1. Voor r = —1is

()~

en geeft (23) gewoon de meetkundige reeks

2. Voorr = -2 1is

( _n2 ) | (—2)-(1—.?,;-..‘.‘..(_71_1)

— (—1)"(n +1)
en geeft (23)
(H%)Q S IR

een resultaat dat we in feite ook al kennen uit een eerder voorbeeld.
3. Voor r = £ geeft (23)

3 o=

1 1 1 5
n_ {4 l,_ 2,2, -3 2 4,
)z +22 82 +16Z 1282 +
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2 Lineaire ruimten van funkties

We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie van
een lineaire ruimte. Zoals gebruikelijk staat R voor de verzameling van de
reéle getallen en C voor de verzameling van de complexe getallen.

Definitie 2.1 Een lineaire ruimte over R (respectievelijk, over C) is een
verzameling V' voorzien van de volgende strukturen

e cen regel ‘optelling” om aan ieder tweetal elementen v, w € V een ele-
ment v +w € V (de som van v en w) toe te voegen

e een regel ‘scalarvermenigvuldiging’ om aan iedere v € V en r € R
(respectievelijk r € C) een element rv € V' (het produkt van r en v)
toe te voegen

e cen regel ‘tegengestelde’ die aan iedere v € V' een element —v € V' (de
tegengestelde van v) toevoegt

e cen element 0 € V' (het nulelement, of de nulvektor)

zo dat voor alle u,v,w € V en alle r,s € R (respectievelijk r,s € C) de
onderstaande gelijkheden gelden

(ut+v)+w = u+(v+w) (associativiteit optelling)

ut+v = v+u (commutativiteit optelling)
0O4+v = v (neutraal element optelling)

v+ (—v) = 0 (inverse voor optelling)

r(u+v) = ru+rv (distributiviteit)

(r+su = ru+su (distributiviteit)
r(sv) = (rs)v (associativiteit vermenigvuldiging)

lv = v (neutraal element vermenigvuldiging)

Opmerking. In het College Lineaire Algebra of het bijbehorende boek is
wellicht de term vektorruimte (vector space) gebruikt voor wat wij hier een
lineaire ruimte noemen. De elementen van zo'n vektorruimte werden toen
vektoren genoemd. Wij gebruiken hier de term lineaire ruimte omdat we
vooral geinteresseerd zijn in ruimtes waarvan de elementen van nature funk-
ties zijn. Een funktie vektor noemen zou dan wellicht verwarrend zijn.
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Voorbeelden

1. In het eerste jaar spelen de vektorruimten R?, R3, R™, C" een hoofdrol.
De elementen van R? zijn drietallen (aq, as, az) van reéle getallen, die
men componentsgewijs optelt en met een reéle scalar vermenigvuldigt:

(a1, as2,a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + by, as + ba, az + bs)

r(ay,as,a3) = (ray,ras,raz)

2. In dit hoofdstuk, dat enige wiskundige achtergrond probeert te schet-
sen voor het college Quantummechanica, kijken we vooral naar lineaire
ruimten waarvan de elementen reéelwaardige funkties zijn op een ver-
zameling U, die men puntsgewijs optelt en met een reéle scalar verme-
nigvuldigt: Gegeven twee funkties f, g : U — R en een scalar r € R
definiéren we de funkties f + g, rf : U — R door

(f+9)(x) = f(z)+g(x), (rf)(x)=rf(z) voor elke z € U.

We zullen vooral kijken naar het geval waarin U een interval is in R,
mogelijk links of /en rechts onbegrensd.

Zo nu en dan zullen we ook complexwaardige funkties bekijken op een
reéel open interval U. Die vormen dan een lineaire ruimte over C.

In andere voorbeelden, waar we hier weinig aandacht aan besteden,
maar die in de natuurkunde toch ook heel belangrijk zijn, is U een
deelverzameling van R? of R3.

3. Wanneer men in het vorige voorbeeld voor U neemt de verzameling
{1,2,3,...,n}, dan vindt men in feite gewoon de lineaire ruimte R".

4. Neemt men voor U de verzameling {0, 1,2, 3, ...} van alle niet-negatieve
gehele getallen, dan zijn de elementen van de bijbehorende lineaire
ruimte precies de (oneindige) rijen {ay,},>0 van reéle (c.q. complexe)
getallen.

We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie
van een lineaire deelruimte.
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Definitie 2.2 Zij V' een lineaire ruimte en W een deelverzameling van V.
Dan is W een lineaire deelruimte van V als voldaan is aan de volgende drie
voorwaarden

1. De verzameling W is niet leeg.
2. Als v en w elementen zijn van W dan is ook v +w € W.

3. AlsveWisenr € Rdanisrve W.

Opmerkingen.

1. Per definitie bevat V een element 0. Men kan de eis dat W niet leeg
mag zijn, vervangen door de eis dat dit element 0 in W moet liggen.

2. In de bovenstaande definitie zijn v +w en rv a priori elementen van V.
De extra eis is dat ze in feite in W liggen.

3. Als W een lineaire deelruimte is van een lineaire ruimte V' dan is W
zelf ook een lineaire ruimte, met de van V' geérfde regels voor optelling,
scalarvermenigvuldiging, tegengestelde en nulelement.

Voorbeelden Een lineaire deelruimte van V' bestaat uit elementen van V'
die een aantal extra eigenschappen hebben. Hier zijn een aantal voorbeelden
van lineaire deelruimten voor het geval dat V' de lineaire ruimte is van alle
reéelwaardige funkties op een open interval U C R

1. De verzameling van alle continue funkties U — R is een lineaire deel-
ruimte van V'; immers, de nulfunktie is continu, de som van twee con-
tinue funkties is continu en ieder veelvoud van een continue funktie is
continu.

2. De verzameling van alle differenticerbare funkties U — R is een lineaire
deelruimte van V'; immers, de nulfunktie is differentieerbaar, de som van
twee differentieerbare funkties is differenticerbaar en ieder veelvoud van
een differentieerbare funktie is differentieerbaar.

3. Voor ieder positief geheel getal k is de verzameling van alle k-maal
continu differentieerbare funkties U — R een lineaire deelruimte van
V', immers, ........ . Deze ruimte noteert men vaak als C*(U).
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. De verzameling van alle willekeurig vaak differentieerbare funkties U —
R is een lineaire deelruimte van V'; immers, ........ . Deze ruimte noteert

men vaak als C>°(U).

. Als a € U een gegeven punt is, dan is de verzameling van alle funkties
f:U — R die in a nul zijn (d.w.z. f(a) = 0) een lineaire deelruimte
van V; immers, ..... :

Daarentegen is de verzameling van alle funkties f : U — R die in a de
waarde 1 hebben (d.w.z. f(a) = 1) niet een lineaire deelruimte van V;
bijvoorbeeld omdat de nulfunktie in a niet de waarde 1 heeft.

. Men zegt dat een funktie f : U — R begrensd is, als er een constante
M € R is zo dat voor elke x € U geldt |f(x)| < M; merk op dat hier
de constante M van de funktie f athangt.

De verzameling van alle begrensde funkties U — R is een lineaire deel-
ruimte van V'; immers, de nulfunktie is begrensd; als f en g begrensde
funkties zijn, zeg |f(z)| < M; en |g(z)| < M; voor elke x € U, dan is
|f(x)+g(z)| < |f(z)|+]|g9(z)] < My+ M; voor elke x € U, d.w.z. f+g
is een begrensde funktie. Net zo bewijst men, dat als f een begrensde
funktie is en r € R, dan is de funktie rf begrensd.

. Als U =]p,q[, dan is de verzameling van alle funkties f : U — R
waarvoor lim,, f(z) bestaat als reéel getal, een lineaire deelruimte van

V.

De verzameling van alle funkties f : U — R waarvoor lim,q, f(z) =0
is, is eveneens een lineaire deelruimte van V.

Daarentegen, is de verzameling van alle funkties f : U — R waarvoor
lim,q, f(z) =1 is, niet een lineaire deelruimte van V.

. Drie varianten op het vorige voorbeeld:
e (¢ mag oo zijn;

e bekijk lim,, f(z) i.p.v. limy, f(2);
e 00k p = —00 mag.

. Zij P € R, P > 0 gegeven. Men zegt dat een funktie f : R — R
periodiek is met periode P (of kortweg P-periodiek) als voor alle z € R

geldt f(z + P) = f(x).
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De P-periodieke funkties vormen een lineaire deelruimte van V' (in dit
geval is U = R).

10. ZijU =R of U =] — a,a] of U = [—a,a] met a € R, a > 0.

Men zegt dat een funktie f : U — R een even funktie is als f(—z) =
f(zx) voor alle x € R. De even funkties vormen een lineaire deelruimte
van V.

Men zegt dat een funktie f : U — R een oneven funktie is als f(—xz) =
—f(x) voor alle € R. De oneven funkties vormen een lineaire deel-
ruimte van V.

11. De doorsnede Wi N W5 van twee lineaire deelruimten Wi en Ws is ook
weer een lineaire deelruimte van V.

Dit betekent dat men deelruimten van V' kan maken waarvan de ele-
menten voldoen aan een aantal van de voorwaarden uit de voorgaande
voorbeelden.

Zo is de verzameling van alle begrensde tweemaal continu differentieer-
bare funkties f :]0,00[— R die voldoen aan f(1) =0 en lim f(z) =0,

een lineaire deelruimte van V.

We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie
van een lineaire (on-)athankelijkheid.

Definitie 2.3 Laat V een lineaire ruimte zijn over R (resp. over C) en
vy, ...,0, een eindig aantal elementen in V. Men zegt dat vy,...,v, lineair
afhankeligk zijn als er getallen 1, ..., r, in R (resp. in C) zijn die niet allemaal
0 zijn en waarvoor geldt

riv1 + rove + ...+ v, = 0.

Men zegt dat vy, . .., v, lineair onafhankeligk zijn als ze niet lineair afhankelijk
zijn; d.w.z. als

v +1rve + ...+, =0 impliceert rn=r9o=...=1r,=0.
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3 Het spectrum van een lineaire operator
op een funktieruimte

We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie van
een lineaire afbeelding.

Definitie 3.1 Laat V; en V5 twee lineaire ruimtes zijn over R (respectievelijk
over C). Men zegt dan dat een afbeelding ¢ : Vi — V5 een lineaire afbeelding
is als geldt

plv+w) =) + e(w),  @lrv) =re)

voor alle v, w € V; en r € R (respectievelijk r € C).
Een lineaire afbeelding ¢ : V' — V van een lineaire ruimte V naar dezelfde
lineaire ruimte V' noemt men vaak een lineaire operator.

Voorbeelden

1. Zij C°(U) de lineaire ruimte van alle continue funkties op U. Voor
vaste a € U is de afbeelding

C°(U) =R,  f+ f(a)
die aan een funktie z'n waarde in a toevoegt, een lineaire afbeelding.

2. Laat C'(U) resp. C?(U) de ruimte zijn van de funkties U — R die
eenmaal resp. tweemaal continu differentieerbaar zijn. Dan is de af-
beelding

C*(U)—CcYU), fe [

die aan een funktie z'n afgeleide toevoegt, een lineaire afbeelding.

3. Laat C*°(U) de ruimte zijn van de funkties U — R die willekeurig vaak
differentieerbaar zijn. Definicer de afbeelding ¢ : C*(U) — C*(U)
door aan een funktie f € C*°(U) toe te voegen de funktie o(f) gegeven
door

(e(MN)(@) = 2 ["(z) + 2 f'(x) + 3] (x).

Dan geeft dit een lineaire afbeelding

p: C=(U) — C=(U)
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We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie
van eigenwaarde en eigenvektor van een lineaire operator.

Definitie 3.2 Laat V een lineaire ruimte zijn over R (respectievelijk over
C) en ¢ : V — V een lineaire afbeelding. Fen getal A € R (resp. A € C) is
een eigenwaarde van de lineaire operator ¢ als er een element v € V' is zo
dat

v#0 en  p(v) = .

Afhankelijk van de context noemt men deze v een eigenvektor of een eigen-
funktie van . De verzameling

Vii={veV]pw) =}
noemt men de eigenruimte van de lineaire operator ¢ bij de eigenwaarde .

Opmerking: De vektor 0 is nooit een eigenvektor, maar zit wel altijd in de
eigenruimte. ledere vektor in V) die niet 0 is, is een eigenvektor van ¢ bij de
eigenwaarde \.

Definitie 3.3 De verzameling van alle eigenwaarden van de lineaire operator
@V — V noemen we het spectrum van .

Opmerking: We zijn hier, vergeleken met de literatuur, een beetje slordig
met de terminologie. De definitie die men in de literatuur vindt is: het
spectrum van @ 1is de verzameling van die complexe getallen A waarvoor de
operator ¢ — X\l geen begrensde inverse heeft. Hier is I : V' — V de identieke
afbeelding , d.w.z. I(v) = v voor elke v € V.

Als ) een eigenwaarde is van ¢ heeft ¢ — AI {iberhaupt geen inverse. Wat
wij hier het spectrum van ¢ noemen is dus een deelverzameling van wat in de
literatuur het spectrum van ¢ wordt genoemd. Het laatste kan echter meer
getallen bevatten. De subtiliteit zit in het woordje “begrensde”. Op deze
subtiliteit willen we in deze cursus niet ingaan. De bovenstaande definitie is
voor de ons voor ogen staande voorbeelden voldoende.
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Lemma 3.4

1. Voor elk getal X\ is de verzameling V) := {v € V | ¢(v) = v} een
lineaire deelruimte van V. Deze deelruimte bestaat uit meer dan alleen
het nulelement precies dan als \ een eigenwaarde van ¢ is.

2. Laat ¢, ¢ : V — V twee lineaire operatoren zijn op een lineaire ruimte
V over R (resp. over C) en laat a,b € R (resp. a,b € C). Definieer de
afbeeldingen

ap+bp: V-V en oV -V
door: voor elke v € V' is

(ap +0P)(v) = ap(v) +bY(v),
() (v) = @((v)).

Dan zijn ap + 0 en p1p ook weer lineaire operatoren op V.

Bewijs: wordt aan de lezer overgelaten. |

Opmerking: Men noemt i de samenstellling of het produkt van de ope-
ratoren ¢ en . In plaats van 1) gebruikt men ook vaak de notatie ¢ o .
In het algemeen zijn de operatoren @i en Yy niet aan elkaar gelijk. In het
bijzondere geval dat wel geldt oy = ¥ zegt men dat de operatoren ¢ en ¥
commuteren.

Lemma 3.5 Laat \y,...,\, verschillende eigenwaarden zijn van een lineaire
operator ¢ : V. — V. Laat vy,...,v, € V bijbehorende eigenvektoren zijn
(d.w.z. v; is eigenvektor bij eigenwaarde ;).

Dan zijn vy, ..., v, lineair onathankelijk.

Bewijs: Schrijf I voor de identieke afbeelding V' — V', d.w.z. I(v) = v voor

elke v € V. Dan hebben we ook de lineaire operatoren ¢ — \;I voor j =

1,2,...,n en hun samenstellingen, zoals (¢ — A 1)(@—Xol)o...0o(@—A,—11).
Merk op dat

(o= MID)(p—XoD)o...0(p—Au1D)v; = A=A = Aa) - o (Ai = A1 )i
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en dat dit O is voor : =1,2,...,n — 1.
Veronderstel dat V' een lineaire ruimte is over R en dat r1,...,7, € R zo
zijn dat
riv1 + rove + ... + v, = 0.

Laten we op deze relatie de operator (¢ — A I)(p — Xol)o...0(p— A,_1])
los, dan vinden we

O = A1) = A2) - (A = A )Pt = 0.

Omdat Aq,...\,_; allemaal ongelijk A, zijn en omdat v,, een eigenvektor is,
dus v, # 0, volgt hieruit r, = 0.

Op precies dezelfde manier bewijst men r; = 0 voor j = 1,2,...,n. Dus
zijn vy, ..., v, lineair onafhankelijk.

Het voorgaande bewijs werkt zonder wijziging ook als V' een lineaire
ruimte is over C en ry,...,r, € C zijn. |
Voorbeelden

1. Neem de lineaire ruimte C°(R) van alle continue reéle funkties op R
en bekijk de lineaire operator J : C°(R) — C°(R) gegeven door aan
een funktie f € C°(R) toe te voegen de funktie J(f) gegeven door

() = f(—=).
Laat X een eigenwaarde zijn van J en f een bijbehorende eigenfunktie.
Dan is enerzijds

(())(z) = (JI()))(x) = (J(f)) (=) = f(=(~2)) = f(2),
dus J2(f) = f, en anderzijds
T(f) = Jf) = MI(f) = N f.
Dus A2f = f. Omdat f niet de nulfunktie is, moet A2 = 1 zijn. We

zien dat getallen anders dan 1 en —1 geen eigenwaarden kunnen zijn.
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Om te laten zien dat 1 en —1 ook werkelijk eigenwaarden zijn, geven
we expliciete voorbeelden van eigenfunkties: cosx is een eigenfunktie
bij de eigenwaarde 1 en sin z is een eigenfunktie bij de eigenwaarde —1.

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator J op de lineaire
ruimte C°(R) is {—1,1}. De eigenruimte bij de eigenwaarde 1 is de
ruimte van alle even continue funkties en de eigenruimte bij de ei-
genwaarde —1 is de ruimte van alle oneven continue funkties. Beide
eigenruimtes zign oneindig dimensionaal.

. Neem de lineaire ruimte C*°(R) van alle willekeurig vaak differentieer-
bare reéle funkties op R en bekijk de lineaire operator D : C*(R) —
C*(R) gegeven door Df = f', de afgeleide van de funktie f. Om te
zien of een reéel getal A een eigenwaarde van D is moeten we een oplos-
sing, anders dan de nulfunktie, vinden voor de differentiaalvergelijking

f'= A

Het is bekend dat de oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn

ce™ met ¢ een reéle constante.

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D op de lineaire
ruimte C*°(R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde \ is 1-dimen-
sionaal, met e’ als basis.

. Neem weer de lineaire ruimte C*°(R) van alle willekeurig vaak dif-
ferentieerbare reéle funkties op R en bekijk nu de lineaire operator
D? : C*(R) — C*(R) gegeven door D?f = f”, de tweede afgeleide
van de funktie f. Om te zien of een reéel getal \ een eigenwaarde van
D? is moeten we een oplossing, anders dan de nulfunktie, vinden voor
de differentiaalvergelijking

" — >\f
Het is bekend dat de oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn
01(3”“/X + cze_”“/X als A>0
c1 + als A=0

c1 cos(xV —A) + cosin(zv —A) als A<0

met ¢; en ¢y reéle constanten.
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Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D? op de line-
aire ruimte C®°(R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde A is 2-
dimensionaal, met basis {e*>, e=*V } als X\ > 0, respectieveligk {1, x}
als A = 0, respectievelijk {cos(x/=N), sin(zv/=\)} als A < 0.

. Neem nu de lineaire ruimte C, (R) van alle even reéelwaardige funk-
ties op R, die willekeurig vaak differentieerbaar zijn. Met de kettingre-
gel kan men gemakkelijk inzien dat de afgeleide van een even funktie
een oneven funktie is en dat de afgeleide van een oneven funktie een
even funktie is. De tweede afgeleide van een even funktie is dus weer
een even funktie. De lineaire operator D? uit het voorgaande voor-
beeld beeldt dus de deelruimte C2°,_ (R) binnen zichzelf af; d.w.z. D?
induceert een lineaire operator

D? . C>

even even

(R) = Coen(R).
Om te zien of een reéel getal \ een eigenwaarde van D2 is moeten we
een even funktie, anders dan de nulfunktie, vinden die voldoet aan de

differentiaalvergelijking
"= \f.

Gelet op wat over deze differentiaalvergelijking is gezegd in het voor-
gaande voorbeeld, blijken nu de oplossingen te worden gegeven door

ccosh(zV/\) als  A>0
c als A=0
ccos(zvV —N) als A <0

met ¢ een reéle constante.

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D? . op de line-

aire ruimte C, (R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde X\ is

1-dimensionaal, met basis cosh(x\/X) als X > 0, respectievelyk 1 als
A = 0, respectievelijk cos(zv/—\) als A < 0.

. Neem nu, voor een positief reéel getal P, de lineaire ruimte C* . (R)
van alle P-periodieke reéelwaardige funkties op R, die willekeurig vaak
differentieerbaar zijn. Met de kettingregel kan men gemakkelijk inzien
dat de afgeleide van een P-periodieke funktie weer een P-periodieke
funktie is. De lineaire operator D? uit voorbeeld 3 hierboven beeldt
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dus de deelruimte C% _ (R) binnen zichzelf af; d.w.z. D? induceert

een lineaire operator

per

D2 : i (R) - Clgo—per(R)'

P—per P—per
Om te zien of een reéel getal A een eigenwaarde van D3 _ . is moeten we
een P-periodieke funktie, anders dan de nulfunktie, vinden die voldoet
aan de differentiaalvergelijking

”:>\f.

Uit de oplossingen van deze differentiaalvergelijking in voorbeeld 2 moe-
ten we de P-periodieke selecteren:

Het geval A > 0: als de funktie cre™VA 4 cpem VA P-periodiek is, dan is
voor ieder geheel getal k

clekp‘/X + cze_""P*/X =1 + Ca.
Als ¢; # 0 is dan heeft het linkerlid voor & — oo limiet +00 en het
rechterlid limiet ¢; 4+ ¢o. Dat kan niet! Dus moet ¢; = 0 zijn. Dan
is ¢y = coe FPYA yoor elke k € Z. Nemen we nu weer de limiet voor
k — oo dan blijkt ook ¢y = 0 te zijn. We zien: als A > 0 is, dan is de

enige periodieke oplossing de nulfunktie; en dus is X geen eigenwaarde

2
van Dp_ o

Het geval A = 0: als de funktie ¢; +cox P-periodiek is, dan is ¢;+co P =
¢1. Dus is ¢ = 0. De funktie is constant, gelijk aan c¢;. Alle constante
funkties zijn, uiteraard, periodiek. We zien: 0 is een eigenwaarde van
Dl%_per; de bijbehorende eigenfunkties zijn de constante funkties (be-
halve de nulfunktie).

Het geval A < 0: bekijk de funktie f(x) = c; cos(zv/—\)+cysin(zv/—N)
en neem aan dat deze funktie P-periodiek is en dat f niet de nulfunktie
is. Standaard trigonometrische formules laten zien dat we f ook kunnen
schrijven als

f(x) = acos(B+ 2v—N)

met a > 0,0 < [0 <27men ¢y =acosf, coc = —asinf. De funktie f
neemt z'n maximale waarde a aan precies in de punten
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xp = (2rk — B)/v/—X met k € Z. Vanwege de veronderstelde P-
periodiciteit neemt f dan ook de maximale waarde a aan in xo+ P. Er
moet dus een geheel getal k zijn zo dat

P—B/V=X=(2rk—B)/V—=X;

oftewel P = 2wk/v/—\. We zien: als er geen geheel getal k is zo dat
P =2nk/\/—X\ dan is A niet een eigenwaarde van de lineaire operator

D? - als er wel een geheel getal k is zo dat P = 27wk /+/—X dan is A

P—per’
wel een eigenwaarde van de lineaire operator Dp_ .

2

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator Dp_,.. op de lineaire

ruimte C%_ . (R) is
4 k?
(] es)

De eigenruimte bij de eigenwaarde 0 is 1-dimensionaal en bestaat uit

de constante funkties. De eigenruimte bij de eigenwaarde _Ar’k? (met

P2
k #0) is 2-dimensionaal, met basis cos(¥%x) en sin(ZEz).

per(

Opmerking: De operator Dl%_per wordt gegeven door de dezelfde formule als

de operator D? uit voorbeeld 3 (namelijk D3 _ . f = D*f = f”). Toch heeft
hij een ander spectrum. We moeten in deze kwesties dus nauwkeurig in de
gaten houden op welke ruimte de lineaire operator is gedefinieerd; beperking

tot een lineaire deelruimte leidt al gauw tot een kleiner spectrum.
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4 Speciale operatoren, hun spectra en eigen-
funkties

In deze paragraaf bekijken we enkele lineaire operatoren die van belang zijn
in, bijvoorbeeld, de Quantummechanica. Voor de fysische achtergrond van
deze operatoren verwijzen we naar het college Quantummechanica.

4.1 De Hermite operator

De Schréodinger eigenwaarde vergelijking voor de lineaire harmonische oscil-
lator luidt, na enige normalisatie,

V() + (A — 2H)p(x) = 0. (24)

Het gaat hier in eerste instantie om het bepalen van de eigenwaarden en
eigenfunkties van de lineaire operator

DSCh . OOO(]R) - OOO(]R) ) (DSCh¢)(x) = 1/)”(33) - $2¢(¢”)

In (24) is —\ dan de eigenwaarde en 1 een bijbehorende eigenfunktie.

We zullen eerst dit eigenwaarde probleem behandelen, en vervolgens be-
kijken welke beperkende invloed een tweede eis vanuit de fysica ( de eigen-
funktie ¢ : R — R moet begrensd zijn) heeft op het spectrum.

In plaats van rechtstreeks het spectrum van de Schrodinger operator Dggy,
te bepalen bepalen we het spectrum van de Hermite operator

DHer : COO(R) — COO(R) s DHer(f) = er/QDSCh(e_xQ/zf),

Uit deze definitie van Dye, men ziet meteen:

() is een eigenfunktie van Dse, bij de eigenwaarde —\
precies dan als

emQ/Q@b(x) 1s een eigenfunktie van Dyer bij de eigenwaarde —\.

Anderzijds geeft de volgende berekening een hanteerbare vorm voor de
operator Dye,:

Dia(f) = e /2Dsan(e™/2f) = e/ (e_x2/2f)"—x2e‘z2/2f]

em2/2 [(_xe—x2/2f + e—m2/2f/)l . x26—x2/2f]
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— em2/2 _e—x2/2f +x26—x2/2f i xe—x2/2f/ i xe—m2/2f/ + €—m2/2f/l i szf

— = 2uf — f

De Schrodinger eigenwaarde vergelijking (24) voor de funktie 1 is equivalent
met de vergelijking

f'(x) = 2zf'(x) + (A= 1) f(z) =0 (25)

voor de funktie f = e**/2¢). Men noemt (25) de vergelijking van Hermite.
We proberen een oplossing van (25) te vinden die wordt gegeven door een
machtreeks:

Fa) = 3 ana”
n=0

Voor zo’n machtreeks is

f(z) = Znanx”_l
n=1

f'@) = Y onln = Daga"? =Y (n+2)(n + Danor"
en dus
f(z)=2xf (x)+(A—1) f(x) = Z (4 2)(n+ Danss — (20 + 1 — Nay] 2"

We zien dat de machtreeksfunktie f(x) = > 7 a,z™ een oplossing is van de
differentiaalvergelijking (25) precies dan als de coéfficiénten voldoen aan de
recursie relatie

2n+1—- X
nt2 = n =0,1,2,3,...
Q2 (n+2)(n+1)a voor n
oftewel 5 33
an:Lan_g voor n=2,3,4,5,...
n(n —1)

De coéfficiénten ag en a; zijn blijkbaar vrij te kiezen. De andere coéfficiénten

liggen dan vast door de recursie:

als n even is dan

2n—3-=N)2n—T—=X)-...-(1=X)
n!

Ap — o
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als n oneven is dan

2n—=3—=-N)2n—=T—=X)-...-(3=})
n!

anp = s ai.

Zo blijkt
f(x) =ao- HY(x) + a1 - HY"""(x) (26)
met

L dE=3-N)
(2k)! -

Hiven(lr) _ 1+§:(1_)‘)(5_/\)

SNB=NT=A) (=1 =N)
Honeven — .
X (w) ‘”J“; 2k + 1) *
De recursierelatie laat zien
" 2 1—A
fim 12l o 20 —0.

Volgens een eenvoudige variant van Stelling 1.4 bewijst dit dat de macht-
reeksen f(x), HY"(z) en HY"V"(x) convergentiestraal oo hebben; d.w.z. ze
definiéren funkties op de hele reéle lijn R.

Het voorgaande leert dat HSY"(x) en HY"V"(x) een basis vormen van
de lineaire ruimte van machitreeksoplossingen van de differentiaalvergelijking
(25). Men kan bewijzen dat in feite H{"*"(x) en HY"*V*"(x) een basis vormen
van de lineaire ruimte van alle C*°(R)-oplossingen van (25).

Conclusie:

Het spectrum van de Hermite operator Dye op de lineaire ruimte C*°(R)
is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde —\ is 2-dimensionaal en heeft als
basis HS"(x) en H"V*"(x)

Het spectrum wvan de Schrédinger operator Dse, op de lineaire ruimte
C*(R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde —\ is 2-dimensionaal en
heeft als basis e~ 12HS™ () en e~ /2 H Ve (1)

Fysisch relevant zijn alleen die oplossingen van de Schrodinger vergelijking
(24) die begrensde funkties zijn op R. Om die te vinden onderzoeken we eerst
het groeigedrag van de funkties H{*"(z) en H{"V" ().
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De definitie van H§¥"(z) laat zien dat, wanneer A een geheel getal is van
de vorm A = 4N + 1 met N € Z, N > 0, dan zijn in de reeks van H{"*"(x)
de coéfficiénten met k& > N nul en dus is H{}, (x) een polynoom:

Hn, (2) = ;<—1>kﬁ!_k),4%%. @)

De bijbehorende oplossing van de Schrodinger vergelijking (24) is
_CCQ even
€ /2H4N+1(5E)

en dat is inderdaad een begrensde funktie (de limieten voor x — oo en voor
x — —oo zijn 0). Voor A = 4N + 1 met N € Z, N > 0 hebben we dus een
fysisch acceptabele oplossing.

Veronderstel nu dat A niet een getal is van de vorm 4N + 1 met N €
Z, N > 0. Dan zijn alle coéfficiénten in de machtreeks H{"(z) = >3 cpa®®
ongelijk 0. Uit de recursierelatie voor twee opeenvolgende coéfficiénten weten

we dat
Ch1 4k +1 -\ 1 1_1+>\
4k + 2

o (2k+2)2k+1) k+1
Alsk>/\+%isdanisﬂ<lendus

ak+2 S 14
Ck41 > 1 ) §
Ck k + 1 4
Zij nu m het kleinste positieve gehele getal groter dan \ + % Dan is voor
k>m
Cr - m! 3\
I 4 )
We zien
3 —m
H{*"(z) = P(x) + mlcy, <Z) Q(x)
met




Dan is

[e'e) 1 k
Qz) > Z i (Z) a2 = ¥/ voor alle z € R.
k=0

Kijken we naar de bijbehorende oplossing van de Schrédinger vergelijking,
3 —m
PN = ) e (1) QL)

dan zien we dat e~*"/2P(x) begrensd is op R, maar dat e */2Q(z) > %"/ is
en dus onbegrensd. Ook e **/2H¢"" (1) is dus onbegrensd en daarom fysisch
onacceptabel.

Een analoge situatie geldt voor H{™V*"(z): als A = 4N + 3 met N €
Z,N >0 dan is H"*"(x) een polynoom:

N
N!
oneven _ k k_2k+1
k=0
en is de oplossing e~/ 2H¥VS (x) van de Schrodinger vergelijking fysisch

acceptabel. Als daarentegen A niet van de vorm 4N + 3 met N € Z, N >
0 is, dan is de oplossing e **/2H""(z) van de Schrédinger vergelijking
onbegrensd en daarom fysisch onacceptabel.

Tot slot merken we op dat uit (26) blijkt

f@)+ f(=x) = 2a0 HY*(z)
f(@) = f(=x) = 2ay HF(2).

We zien dat e **/2f(z) een begrensde oplossing van de Schrédinger verge-
lijking is, precies dan als age " /2H{(z) en a; e~ /2H (1) begrensde
funkties zijn; d.w.z. dan en slechts dan als

(ap=0 en A=4N +3) of  (a3=0 en A=4N+1)

met N € Z, N > 0.

Conclusie:
De enige eigenwaarden van de Schrodinger operator Dsq, waarvoor een
begrensde eigenfunktie bestaat zijn de negaticve oneven gehele getallen. Fen
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begrensde eigenfunktie bij de eigenwaarde —(2n + 1) is een veelvoud van
e~ 2HgY (x) (respectievelijk e~*"2HZ™(x)) als n even (respectievelijk
oneven) is.

Wanneer men zo'n eigenfunktie vermenigvuldigt met een reéel getal #
0, dan krijgt men natuurlijk weer een eigenfunktie. Het is gebruikelijk de
polynomen zo te normaliseren dat de hoogste graads coéfficiént 2™ is; d.w.z.
men neemt

(=12 2o Hver, () als n even is
Hn(ﬂf) = _ (ngl/)a)Z' n—:_ oneven : (29)
2(—1) o7z Hon't (7) als n oneven is

Men noemt de polynomen H,(x) Hermite polynomen. De graad van het
polynoom H,(x) is n. De eerste paar Hermite polynomen zij:

Ho(z) = 1

Hi(z) = 2z

Hy(z) = 42° -2

Hi(z) = 82° —12x

Hy(r) = 162" — 482% 4 12
Hs(x) = 322° — 1602 4 120z

Het toevoegen van de eis dat alleen eigenwaarden van de Schrodinger
operator Dgg, fysisch acceptabel zijn waarvoor een begrensde eigenfunktie
bestaat, leidt dus tot een interessante en drastische beperking. We zouden dit
graag zien als het gevolg van het beperken van de lineaire operator Dg, tot
een geschikte lineaire deelruimte van C*°(R). De deelruimte bestaande uit de
begrensde willekeurig vaak differentieerbare funkties is hiervoor niet geschikt
omdat er begrensde funkties f € C°(R) bestaan waarvoor Dgq, [ niet een
begrensde funktie is (bijvoorbeeld Dsu, voegt aan de constante funktie 1 toe
de onbegrensde funktie z2). Een deelruimte die wel goed werkt is de ruimte
S(R) van zogeheten Schwartz funkties op R:

Sﬁy:{fecwﬁ)

voor alle gehele getallen i, j > 0 .
is 2'fU)(z) een begrensde funktie |

hier is fU) = % de j-de afgeleide van f.
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Duidelijk is dat de Schrodinger operator deze ruimte wel in zichzelf af-
beeldt. De conclusie van de voorgaande discussie is:

Conclusie:
Het spectrum wvan de Schridinger operator op de ruimte van Schwartz
funkties,
Dsay : S(R) — S(R),
15 de verzameling van de negatieve oneven gehele getallen. De eigenruimte

bij de eigenwaarde —(2n + 1) is 1-dimensionaal, met basis e=*"/2H,(z).

Terugkijkend op de voorgaande discussie zien we dat we ook voor de
Hermite operator Dy, de waargenomen beperking van het spectrum kunnen
duiden als een beperking van de operator tot een lineaire deelruimte van
C*(R) namelijk tot de ruimte Polynomen van alle polynoomfunkties op R:

Conclusie:
Het spectrum van de Hermite operator op de ruimte van polynoomfunkties,

Dy, : Polynomen — Polynomen,

1s de verzameling van de negatieve oneven gehele getallen. De eigenruimte
bij de eigenwaarde —(2n + 1) is 1-dimensionaal, met basis H,(x).

4.2 De Legendre operator

Bij de bestudering van het hoekmoment (angular momentum) in de Quan-
tummechanica stuit men op de vergelijking van Legendre:

(1= a*)f"(z) — 22f'(z) + Af(z) = 0. (30)

Het gaat hierbij in eerste instantie om het bepalen van de eigenwaarden en
eigenfunkties van de operator

Dreg : C(] = 1L1]) — C=(] - 1,1]),
(Dregf)(x) = (1 —2?) f"(2) — 22 f'(w).

In (30) is —\ dan de eigenwaarde en f de bijbehorende eigenfunktie. We zul-
len eerst dit eigenwaarde probleem behandelen en daarna het effekt bekijken
van een tweede fysische eis (f moet begrensd zijn).
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We proberen een oplossing van (30) te vinden die wordt gegeven door een

machtreeks:
[oe)
= g anx”
n=0

Voor zo’'n machtreeks is

fl(z) = Z na,r" !
n=1

f(z) = n(n — 1a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1)ap 02"
n=2 n=0

en dus
(1 =) f"(x) = 2z f'(x) + Af(x) =

Z [(n+2)(n+ 1)apo — (n(n—1) +2n — Na,] 2"
n=0

We zien dat de machtreeks f(z) = Y, a,z" een oplossing is van de differen-
tiaalvergelijking (30) precies dan als de coéfficiénten voldoen aan de recursie
relatie

n(n+1)— A
(n+2)(n+1)

Gpiog = an voor n=20,1,2,3,...

oftewel
" :(n—l)(n—2)—)\
" n(n —1)

Qp—2 voor n=2,3,4,5,...

De coéfficiénten ag en a; zijn blijkbaar vrij te kiezen. De andere coéfficiénten
liggen dan vast:
als n even is dan

(=1 (=2 =N =3)(n—4) = A) .. (3-2—N)(=N)

ap = | Qo
n!
als n oneven is dan
(=1 —=2)=N((n=3)n—4)—A)-...-(2-1=}) a
n — n! 1
Zo blijkt
Fl#) = a0 (2) + 0 Y (2) (31)
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met

Fpe) = 130 VBN (D=1 )

(2k)!

(12— ) (2R = 1D)(2K) = A) o
2k + 1) *

WK

F)(\)neven (ZE) — T _|_

e
Il

1
De recursie relatie laat zien

lim [n2 = lim n(n+1) =\

Volgens een eenvoudige variant van Stelling 1.4 bewijst dit dat de macht-
reeksen f(x), FV(x) en FY"eV*"(x) convergentiestraal 1 hebben (d.w.z. ze
definiéren funkties op het open interval | — 1, 1[), tenminste als niet alle a,,
vanaf een zekere index 0 zijn. Als er een N is zodat a,, = 0 voor alle n > N
dan wordt de machtreeks een polynoom en is zijn convergentiestraal oo.

Het voorgaande leert dat F{¥(z) en FY"¥*(x) een basis vormen van
de lineaire ruimte van machtreeksoplossingen van de differentiaalvergelijking
(30). Men kan bewijzen dat in feite F{V*"(z) en FY"*¥*"(x) een basis vormen
van de lineaire ruimte van alle C*°(] — 1, 1])-oplossingen van (30).

Conclusie:

Het spectrum van de Legendre operator Die, op de lineaire ruimte
C*(] —1,1]) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde —\ is 2-dimensionaal
en heeft als basis F{V*"(x) en FYrVe"(z)

Fysisch relevant zijn alleen die oplossingen van de Legendre vergelijking

(30) die begrensde funkties zijn op | — 1,1[. Om die te vinden onderzoeken
we eerst het groeigedrag voor z T 1 en x | —1 van de funkties F§V*"(x) en
F)(\)neven(x)'

De definitie van F§V*"(x) laat zien dat, wanneer A een geheel getal is van
de vorm 2N (2N + 1) met N € Z, N > 0, dan zijn in de reeks van F{V*"(x)
de coéfficiénten met k& > N nul en is dus FyN5y ) (2) een polynoom. Zon
polynoom is een continue funktie op de hele reéle lijn R en is dus zeker
begrensd op het eindige interval | — 1, 1[. Deze oplossing is daarom fysisch

acceptabel.
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Merk op dat
2m(2m + 1) —2N(2N +1) = 4m? +2m — 4N? — 2N
= 4(m+ N)(m —N)+2(m — N)
= —4(N—m)(N+1+m).

Hiermee vereenvoudigt de formule voor F3\iy (@) tot:
N
ven N (N+H(N+LI+1D) .- (N+L+Ek-1)
FzN(2N+1)(5E) = Z(—4)k 2 : 2 a?

(2k)I(N — k)!
(32)
Veronderstel nu dat A niet een getal is van de vorm 2N (2N +1) met N €

Z, N > 0. Dan zijn alle coéfficiénten in de machtreeks F{¥(z) = "7 cpa®®
ongelijk 0. Uit de recursierelatie voor twee opeenvolgende coéfficiénten weten

we dat
Chy1  2k(2k+1)—X &k B A
. (2k+2)2k+1) k41 2k(2k + 1)

We weten dat de reeks > i>1 % convergeert Er is dus een positief geheel
getal m zo dat 0 < )

oo Al
j=m 2j(2j+1)

k—1
Cr. m A
Cm k - 2j(2j +1)

< % Kies zo’'n m. Dan is voor k& > m:

\V
|3
VR
—
|

[\}
<
ol
S >
=
=
N———

j=m
k—1
m I\l .
> — [ 1-— — 33
k < 2j(2j+1)> zie (33)
5 m
2k
Hierbij is herhaaldelijk gebruikt: als a,b € R zo zijn dat ab > 0 dan is
l1-a)(l=b)=1—(a+b)+ab>1—(a+Db) (33)

We zien dat voor x €] — 1, 1]

MCm,

(@) = P(a) + 25

Q(x)
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met

m—1
m
P(z) = 1+ Z [ck — cm%} z%k
k=1
m—1 00
L oo 2¢k o
Qz) = e —i-zmcmx
k=1 k=m
=1
> Z Ex% = —log(1 —2?%)

e
Il

1

Hieruit blijkt dat F5V*"(x) niet een begrensde funktie is op het interval | —1, 1]
en daarom fysisch onacceptabel is.

Een analoge situatie geldt voor FY"®V*"(z): als A = (2N + 1)(2N + 2)
voor een geheel getal N > 0 dan is F, (‘;r}\e,‘jf{l)@ N+2) () een polynoom en fysisch
acceptabel; als A niet van de vorm (2N + 1)(2N +2) , met N > 0 geheel, is,
dan is FY"V"(z) niet begrensd en fysisch onacceptabel.

Tot slot merken we op dat uit (31) blijkt

f@) + f(=x) = 2a0 FY™(x)
f@) = f(=z) = 2ay F"(x).

We zien dat f(z) een begrensde oplossing van de Legendre vergelijking is,
precies dan als ag F{¥ (x) en ay FY"V*" (z) begrensde funkties zijn; d.w.z. dan
en slechts dan als

ag=0en A= (2N + 1)(2N + 2) of  a;=0en A=2N(2N +1)

met N € Z, N > 0.

We zien:

De enige eigenwaarden van de Legendre operator Dyes waarvoor een begrensde
eigenfunktie bestaat zijn de gehele getallen van de vorm —n(n + 1) met n €
Zy,n > 0. De begrensde eigenfunktie bij de eigenwaarde —n(n + 1) is een
veelvoud van F)" | (x) (respectievelijk FOPV (x) ) als n even (respectievelijk

(n+1) n(n+1)
oneven) is.

De polynomen F ﬁ(vﬁil)(x) en FEo) (z) noemt men Legendre polynomen.

Het is gebruikelijk deze zo te normaliseren dat ze in 1 de waarde 1 hebben.
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De gebruikelijke notatie voor de aldus genormaliseerde Legendre polynomen
is P, (z):

Eoiy (@) /Faiigy (1) als neven
Po(x) =

F, (1) (z)/F, ﬁ(n,fff;( 1) als m oneven

Men kan bewijzen dat voor elke n € Z,n > 0 geldt

/2] —1)™(2n — 2m)! n—2m
Pa(2) = gnﬂimn)—(m)!(n —>m>! o

m=0

waarbij [n/2] het grootste gehele getal < n/2 voorstelt.
De eerste paar Legendre polynomen zijn

P()(.Z’> =1

P(x) = =z

Py(z) = %(3:52—1)

Pia) = (50— 30)
Py(z) = é(35x4—30x2+3)

Het toevoegen van de eis dat alleen eigenwaarden van de Legendre opera-
tor Dy fysisch acceptabel zijn waarvoor een begrensde eigenfunktie bestaat,
leidt dus tot een interessante en drastische beperking. We zouden dit graag
zien als het gevolg van het beperken van de lineaire operator Die, tot een
geschikte lineaire deelruimte van C*°(] — 1, 1[). De deelruimte bestaande uit
de begrensde willekeurig vaak differentieerbare funkties is hiervoor niet ge-
schikt omdat er begrensde funkties f € C*°(]—1, 1[) bestaan waarvoor Dy f
niet een begrensde funktie is (bijvoorbeeld v/1 — z2). Een deelruimte die wel

goed werkt is de ruimte Cpgenq(] — 1,1[) van alle funkties f op het open
interval | — 1,1 die willekeurig vaak differentieerbaar zijn en waarvan alle

afgeleiden £ (j > 0) begrensd zijn.

Conclusie:
Het spectrum van de Legendre operator Die, op de lineaire ruimte
Cegrensa(l = 1, 1[) bestaat wit alle getallen van de vorm —n(n+1) met n >0
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geheel. De eigenruimte bij de eigenwaarde —n(n + 1) is 1-dimensionaal met
als basis het Legendre polynoom P,(x).
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5 Inprodukten en Symmetrische operatoren

We herinneren aan de uit het College Lineaire Algebra bekende definitie van
een in produkt op een lineaire ruimte V' over R.

Definitie 5.1 Zij V' een lineaire ruimte over R. Een inprodukt op V is een
funktie
(,):VxV—R,

d.w.z. een regel om aan ieder tweetal elementen v,w € V een reéel getal
(v, w) toe te voegen, zo dat voor alle u,v,w € V en r € R is voldaan aan de
volgende eisen

(v,w) = (w,v) (symmetrie)

(u,v+w) = (u,v)+ (u,w) (additiviteit)
(ro,w) = r{v,w) (homogeniteit)

(v,v) > 0 als v#0 (positiviteit)

Om op een lineaire ruimte V' over C een goed werkend inprodukt te krijgen
moet men de formule voor de symmetrie aanpassen:

Definitie 5.2 Zij V' een lineaire ruimte over C. Een inprodukt op V is een
funktie
(,):VxV—C,

d.w.z. een regel om aan ieder tweetal elementen v, w € V een complex getal
(v, w) toe te voegen, zo dat voor alle u,v,w € V en r € C is voldaan aan de
volgende eisen

(v,w) = (w,v) (symmetrie)

(u,v+w) = (u,v)+ (u,w) (additiviteit)
(ro,w) = r{v,w) (homogeniteit)

(v,v) > 0 als v#0 (positiviteit)

Symmetrie betekent in dit geval dat (v, w) de complex geconjugeerde is van
(w,v). Voor w = v staat hier (v,v) = (v,v) en dus is (v, v) een reéel getal.
Bij de positiviteitseis gaat het dus om het positief zijn van een reéel getal!

Uit de homogeniteit volgt, zowel in het reéle als in complexe geval, dat

(0,0) = 0.
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Uit de symmetrie en additiviteit volgt, zowel in het reéle als in complexe
geval, dat

(u+v,w) = (u,w) + (v, w) voor alle u,v,w €V
Uit de symmetrie en homogeniteit volgt in het reéle geval dat
(v,rw) = (v, W) voor alle v,w eV  rekR,
en in het complexe geval dat

(v,rw) =T(v, W) voor alle v,w eV, reC.

Definitie 5.3 De hierna gedefinieerde begrippen norm, ongelijkheid van Schwarz,
loodrechte stand worden in het reéle en het complexe geval door dezelfde for-
mules gegeven. Vandaar dat in deze definitie niet apart wordt gerefereerd
aan R of C.

Zij V een lineaire ruimte met een inprodukt (, ). Dan wordt de norm
| v || van een element v € V' gedefinieerd door

[0 ll:== v/ {v, )

(Dit is de wortel uit een niet-negatief reéel getal!)
Er geldt dan de ongelijkheid van Schwarz:

[{(v,w)| <|| v ||| w | voor alle v,w e V.
Men zegt dat twee elementen v, w € V' loodrecht op elkaar staan als

(v,w) =0

Voorbeelden

1. Het standaard inprodukt op R? wordt gegeven door

((v1,v9), (w1, wg)) = viwy + vows.

2. Het standaard inprodukt op C? wordt gegeven door

((v1,v2), (w1, we)) = VW] + VoWs.
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3. Definieer voor (vy,vs), (w1, wy) € R
((v1,v2), (w1, ws)) = 2v1w; + 3vawy — VIWy — Vawy.
Dit is een inprodukt op R2.

4. Neem de lineaire ruimte C°([—1,1]) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—1,1]. Definieer voor f,g € C°([—1,1])

(f.9) = /_1 f(z)g(z)dz.

Dit is een inprodukt op C°([—1,1]).

5. Neem de lineaire ruimte C°([—1,1]) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—1,1]. Definieer voor f,g € C°([—1,1])

(f.9) = /_ f(x)g(x)V1 — x%dx.

1
Dit is een inprodukt op C°([—1,1]).

6. Neem in de lineaire ruimte C°(R) bestaande uit alle continue reéelwaar-
dige funkties op R de lineaire deelruimte

V={fe CO(R) | f(x) =0 <6z2/3) voor |z| — oo}.
Definieer voor f,g € V
)= [ 1w

Dit is een inprodukt op V.

Definitie 5.4 Zij V een lineaire ruimte over R voorzien van een inprodukt

(.,.). Zij
p:V—V

een lineaire afbeelding.
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1. Men zegt dat ¢ een symmetrische afbeelding is (t.a.v. het gegeven
inprodukt) als

(p(v),w) = (v, p(w)) voor alle v,w € V.

2. Men zegt dat ¢ een orthogonale afbeelding is (t.a.v. het gegeven inpro-
dukt) als

{p(v), p(w)) = (v,w) voor alle v, w € V.

Voor complexe ruimten met inprodukt heeft men dezelfde begrippen,
maar gebruikt men meestal de volgende terminologie:

Definitie 5.5 Zij V een lineaire ruimte over C voorzien van een inprodukt

(.,.). Zij
p:V—V

een lineaire afbeelding.

1. Men zegt dat ¢ een Hermitese afbeelding is (t.a.v. het gegeven inpro-
dukt) als

{p(v),w) = (v, p(w)) voor alle v,w € V.

2. Men zegt dat ¢ een unitaire afbeelding is (t.a.v. het gegeven inprodukt)
als
(p(v), p(w)) = (v,w) voor alle v,w e V.

Voorbeelden

1. Neem R? met het standaard inprodukt en een lineaire afbeelding
A : R? — R? gegeven door een matrix

@11 A12
A= .
Q21 A22



De getransponeerde (of gespiegelde) van de afbeelding A wordt gegeven

door de matrix
AT — ail a1
aiz2 a2

A symmetrisch o AT =A< apy=ay
A orthogonaal < ATA=T< a} +a3 =1

Dan is

2 2 _
en ajy +az, =1
en aGiz + aznax =0
SAAT =1 d +d,=1
2 2 _
en ay +az, =1
en aiaz + ai2a2 = 0;

hier is I de 2 x 2-eenheids matrix: [ = ( (1) (1) )

. Neem C? met het standaard inprodukt en een lineaire afbeelding
A : C? — C? gegeven door een matrix

ail a2
ag1 A2

De geconjugeerd getransponeerde (of geconjugeerd gespiegelde) van de
afbeelding A wordt gegeven door de matrix

A* = ail a1
a12 Qa2

A Hermites < A*=A< a9 =02 en aq, ao reéel
A unitair < A*A=1< |CL11‘2 + ‘CL21|2 =1

Dan is

en |ap|* + |axnl* =1

en ap1aiz + ag1Gez =0
SAA =14 |anf + e/’ =1

en |ag >+ |axnl* =1

en aq11a921 + a120a92 — 0
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3. Neem de lineaire ruimte C

bearensd (] — 1, 1[) van alle willekeurig vaak

differentieerbare funkties f op het open interval | — 1, 1] waarvan alle
afgeleiden £ (j > 0) begrensd zijn. Voorzie deze lineaire ruimte van
het inprodukt

(r9)= [ f@@lde  voor £, € Citpanal] ~ 1.1):

Merk op dat deze oneigenlijke integraal convergeert.

Bekijk nu de Legendre operator Dy, op de ruimte C72 (]—1,1]:

egrensd

(Dregf)(z) = (1 —2%) f"(2) — 22f'(2).

Dit is een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt. Om
dat in te zien merken we eerst op

(Dregf) (@) = ((1 —27) f'(z))'
en vervolgens rekenen we
1

(Dustia) = [ (A=) @)g(a)is

1
(partiéle integratie)

1

- |a- w2)f’(x)g(x)Ij_1 -/ (1 - ) () (a)da

. / (1 - 22) ()¢ (x)de

1

In deze laatste uitdrukking komen f en g symmetrisch voor; d.w.z.
er verandert niets wanneer we f en g omwisselen. Wanneer we in
(Dregf, g) [ en g omwisselen dan vinden we (Dyegg, f). Dus is

<DLegfa g> = <DLegg> f) = <f7 DLegg>'

Dit bewijst dat Dy inderdaad een symmetrische operator is t.a.v. het
gegeven inprodukt.
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4. Neem de ruimte Polynomen van alle polynoomfunkties op R voorzien
van het inprodukt

(f,g9) = / f(:v)g(:r:)e‘xde voor polynomen f,g.
Bekijk de operator van Hermite op de ruimte van polynoomfunkties,

(DHerf)(x) - f”(ﬂf) - 2.2Ef/(3?) - f(ZE)

Dan is dit een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt;
inderdaad, merk eerst op

(') = 20f @)™ = (F@)e)

en reken dan verder:

(Duecf,9) = /_ oo(f”(a:)—2xf’(x)—f(m))g(a;)e-x2dx

[e.e]

B [f<f@W”7?@Mw—[:fmmwmﬁwx

[e.e]

— [g(x)f’(x)e_IQ]z_m —/OO g (@) f'(x)e ™ da

- —00

—[qummwﬁ%x
— [ red@ede [ g i

Deze laatste uitdrukking is symmetrisch in f en g. Dus concluderen
we

<DHerf7 g> = <f7 DHerg>;

d.w.z. de operator van Hermite is inderdaad symmetrisch t.a.v. het
gegeven inprodukt.

5. Neem de ruimte van Schwartz funkties S(R) voorzien van het inprodukt

Uy%=[%f@wwwm voor f,g € S(R).
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De hier voorkomende oneigenlijke integralen convergeren: omdat f en
g Schwartz funkties zijn, zijn de funkties f(z), g(z), zf(z), zg(z) be-
grensd en dus is ook (1 + z?)f(z)g(x) begrensd; d.w.z. er is een con-
stante M zo dat

|f(z)g(x)| < T voor alle x € R.
. * dx :
Omdat de integraal T2 convergeert, convergeert ook de inte-
o x

graal /OO f(z)g(z)dz.
Bekijk nu de Schrédinger operator op S(R):
(Dsen f)(2) = f"(x) — 2* f(x).

Dan is Dgq, een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt;
inderdaad

(Dsanfrg) — / T (f1(2) — 2 (@) gla)d
- (@ - [ " @) (@)de / " 2 f(@)g(a)de

-~/ Z fo(eyis - [ Z 22 (2)g(x)d )

Deze laatste uitdrukking is symmetrisch in f en g. Dus concluderen
we

<DSChf7 g) = <.f7 DSChg>;

d.w.z. de Schrodinger operator Dgy, op S(R) is inderdaad symmetrisch
t.a.v. het gegeven inprodukt.

Stelling 5.6 Zij V een lineaire ruimte over R voorzien van een inprodukt
(.,.). Zij ¢ : V — V een symmetrische lineaire afbeelding t.a.v. het gegeven
inprodukt.

Als v,w € V eigenvektoren zijn bij eigenwaarden A resp. p met X\ # p,

dan is

(v,w) = 0; (34)
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d.w.z. bij een symmetrische lineaire afbeelding staan de eigenvektoren bij
verschillende eigenwaarden loodrecht op elkaar.
Men noemt Formule (34) een orthogonaliteitsrelatie.

Bewijs: Omdat ¢ symmetrisch is geldt

{p(v),w) — (v, p(w)) = 0.

Omdat v en w eigenvektoren zijn, geldt

{p(v), w) = (v, p(w)) = (Av, w) = (v, pw) = Mv,w) — p(v, w) = (A= p){v, w).
Omdat A — p # 0 is, moet (v, w) = 0 zijn. [

Stelling 5.7 Zij V' een lineaire ruimte over C voorzien van een inprodukt
(.,.). Zij ¢ : V. — V een Hermitese lineaire afbeelding t.a.v. het gegeven
inprodukt.

1. Dan zijn alle eigenwaarden van ¢ reéle getallen.

2. Alsv,w €V eigenvektoren zijn bij eigenwaarden A resp. j met A # p,
dan is
(v,w) = 0; (35)

d.w.z. bij een Hermitese lineaire afbeelding staan eigenvektoren bij
verschillende eigenwaarden loodrecht op elkaar.

Men noemt Formule (35) een orthogonaliteitsrelatie.

Bewijs: 1. Zij i een eigenwaarde van ¢ en w een daarbij horende eigenvektor.
Omdat ¢ Hermites is, is

(p(w), w) — (w, p(w)) =0

Anderzijds is

(p(w), w) = (w,p(w)) = (pw, w) = (w, pw) = p{w, w) — A(w, w)
= (b= R)(w,w).
Omdat w een eigenvektor is, is w # 0 en dus ook (w, w) # 0. We concluderen

dat © — 1 = 0 moet zijn; d.w.z. pu is reéel.
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2. Omdat ¢ Hermites is geldt
{p(v), w) = (v, p(w)) = 0.
Omdat v en w eigenvektoren zijn, geldt
{p(v), w) = (v, p(w)) = (Av, w) = (v, pw) = Mo, w) —[i(v, w) = (A=) {v, w).
Omdat A — 71 = A — o # 0 is, moet (v, w) = 0 zijn. [
Voorbeelden

1. Neem de lineaire ruimte Cpg, (] — 1,1[) van alle willekeurig vaak

differentieerbare funkties f op het open interval | — 1, 1] waarvan alle
afgeleiden £ (j > 0) begrensd zijn. Voorzie deze lineaire ruimte van
het inprodukt

1
() = [ F@gla)ds  voor fg € Oyl ~ 110
—1
en bekijk de Legendre operator Dy, op deze ruimte:

(Dregf)(z) = (1 —2%) f"(2) — 22f'(2).

Dit is dan een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt.

De eigenfunkties voor deze operator zijn de Legendre polynomen P, (x)
met n een geheel getal > 0. De orthogonaliteitsrelaties zijn in dit geval

/l P,(x)P,(x)dx =0 als n # m.

1

2. Neem de ruimte Polynomen van alle polynoomfunkties op R voorzien
van het inprodukt

(f,g9) = / f(x)g(x)e_w2dx voor polynomen f,g.
Bekijk de Hermite operator op deze ruimte,
(Duer f) () = f"(x) = 23 f'(x) — f().
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Dit een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt. De eigen-
funkties zijn de Hermite polynomen H,(z) met n een geheel getal > 0.
De orthogonaliteitsrelaties zijn in dit geval

/ Hn(x)Hm(x)e_IQd:E =0 als n # m.

. Neem de ruimte van Schwartz funkties S(R) voorzien van het inprodukt

(f,g9) = / f(z)g(z)dx voor f,g€ S(R).
Bekijk de Schrodinger operator op S(R):

(Dsanf)(2) = f"(z) — 2 f(2).

Dit is een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inprodukt. De
eigenfunkties van deze operator zijn e~/ 2H,(z) met n een geheel getal
> 0 en H,(z) het n-de Hermite polynoom. De orthogonaliteitsrelaties
luiden

/ e PH, (2)e " ?H, (z)dz = 0 als n#m

en zijn dus hetzelfde als de bovenstaande orthogonaliteitsrelaties voor
de Hermite polynomen.
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6 Reeksontwikkeling naar eigenfunkties

6.1 Algemene struktuur

Van het eerste jaars lineaire algebra college kennen we het volgende resultaat
(zie bijvoorbeeld: Fraleigh-Beauregard, Linear Algebra, p.480):

ledere m x m reéle symmetrische matrix heeft m reéle eigenwaarden,
geteld met hun algebraische multipliciteit, en is diagonaliseerbaar d.m.v. een
reéle orthogonale matrix.

Anders gezegd:
Als V' een m-dimensionale lineaire ruimte is over R voorzien van een inpro-
dukt (.,.) en ¢ : V — V is een symmetrische lineaire atbeelding, dan zijn de

eigenwaarden Aq,...,\, van ¢ reéel en de eigenvektoren vy, ..., v, kunnen
zo worden genomen dat voor 7,7 =1,2,... m:
pvi) = A

<’UZ',Uj> = 0 als Z?é]

De eigenvektoren vy, . .., v,, vormen dan een basis van V. Iedere vektor f € V
kan dus worden geschreven als een lineaire combinatie

f=a1v; + asvs + ... 4+ AU,

M.b.v. de bovenstaande orthogonaliteitsrelaties vinden we dan

<f7 Ui>

(vi, v;)

i voor ¢ =1,2,...,m.

Hiermee kan de lineaire combinatie worden geschreven als

<f7 Ul) <f7 'U2> <f7 Um)
= v + Vot ...+ ——"Uy 36
/ (v,01) ' (vg,v) (Vm), Um) (36)
Opmerking: We hadden de vektoren wvq,...,v,, zo kunnen normaliseren

dat hun norm 1 is, d.w.z. (v;,v;) = 1. Dat had dan voor (36) een formule
gegeven zonder opzichtige noemers. In de voorbeelden hierna hebben de
favoriete eigenfunkties niet norm 1. Vandaar dat we hier maar vast oefenen
met formules zonder die normalisatie.
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Wat in het bovenstaande is ook waar in de context van oneindigdimensi-
onale funktieruimten?

In elk geval weten we uit Stellingen 5.6 en 5.7 dat alle eigenwaarden van
een symmetrische operator reéel zijn en dat de eigenvektoren bij verschillende
eigenwaarden loodrecht op elkaar staan.

In de voorbeelden die we gaan bekijken is het spectrum van de symmetri-
sche operator discreet en kunnen we de eigenwaarden nummeren en ordenen
naar grootte: |Ag| < |[A1| < [A2| < |A3] < .... Bovendien zijn in deze voor-
beelden alle eigenruimten 1-dimensionaal. Dan hebben we net als voorheen

o(v,) = Aop voor n=0,1,2,...
(U, 06) = 0 als k#n

Wanneer we nu echter de voor de hand liggende generalisatie van het

rechterlid van (36) nemen:
Z <f7 Un) v, (37)
(vn, vn)
n>0

dan staan hier in het algemeen oneindig veel termen en moeten we ons voor
een gegeven funktie f afvragen:

Vragen:
Convergeert de reeks in formule (37)¢
En als hij convergeert, is de som dan geligk aan f?

Het gaat daarbij om convergentie in een lineaire ruimte met inprodukt.
Wat dat betreft zijn hier de belangrijkste definities.

Definitie 6.1 Zij V een lineaire ruimte over R voorzien van een inprodukt
(.,.). Dan wordt de norm || v || van een element v € V' gedefinieerd door

| v l[:= v (v,v)
De afstand d(v,w) tussen twee elementen v, w € V wordt gedefinieerd door
d(v,w) =] v—w ||
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We zeggen dat een 1ij {f,}n>0 van elementen f,, € V' convergeert naar een
element f € V, en we schrijven

n—~o0

als
Jim |~ f, = 0:

merk op dat het bij deze laatste formule gaat om een limiet van reéle getallen.
We zeggen dat een reeks ano t, van elementen ¢, € V' convergeert naar

een element f € V als de rij van partiéle sommen Zivzo t, convergeert naar
f. We schrijven in dat geval

f=> t (38)

Het verband tussen formules (37) en (38) is:

(fsvn)

t, = 22y,
(vn,vn>v

Stelling 6.2 Zij V' een lineaire ruimte over R voorzien van een inprodukt
(.,.). Laat {t,},>0 een rij elementen in V' zijn zo dat

(tn,tr) =0 als n#k.

Veronderstel dat de reeks ano t,, convergeert met som f; dus

f=> t
n=0

Dan is
(fitk) = (tg,tx) voor alle k (39)
<f> f) = Z<tn> tn> (40)

Formule (40) is een generalisatie van de klassieke Stelling van Pythagoras.
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Bewijs: Per definitie is het gegeven f = > " ¢, equivalent met

N
din 1= =0

Voor N > k is enerzijds

N N
(f = Ztn, te) = (f, t) — Z (fste) — (te, tr)
n=0

n=0

en anderzijds vanwege de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz

(f = Ztn, NI f - ZthHtkH

Neem nu de limiet voor N — oo dan blijkt

(fitr) — (e, ti) = 0

zoals gewenst voor formule (39).
Voor formule (40) merken we eerst op dat

<f_ztnaf_ztn> = <f7f>_22<f>tn>+zz<tn>tk>
= ([, /)= (tas ta).

Door de limiet voor N — oo te nemen vinden we
N

Jim [, f) =D (s ta) =0

n=0

zoals gewenst voor formule (40). |

6.2 Speciaal geval: Fourier

Neem de lineaire ruimte C37_ .., (R) bestaande uit alle even 27-periodieke
reéelwaardige funkties op R, die willekeurig vaak differentieerbaar zijn. Deze
ruimte voorzien we van het inprodukt

(r9) = | s@gta)is



Verder bekijken we op deze ruimte de lineaire operator

D*: Cs; (R) — C5; R),  D*(f)=/"

© ~2m—per,even 2m—per,even

We weten inmiddels dat het spectrum van deze operator is
{-n*|n€Z, n>0}

en dat de eigenruimte bij de eigenwaarde —n? dimensie 1 heeft met als basis
de funktie v,, gegeven door

vn(z) = cos(nx) voor elke z € R.

Bovendien weten we dat de operator D? symmetrisch is t.a.v. het gegeven
inprodukt. Dit garandeert meteen de orthogonaliteitsrelatie

(U, V) = / cos(nz) cos(kz) dx =0 als n#k.

Om de norm van de eigenfunktie v,, te bepalen moeten we rekenen

T 2 als n=0
2 _ 2 g
| vn [|P= (v, vp) = / (cosnx)® dr = { - as n>0

—Tr

De reeks in formule (37) wordt in het onderhavige geval

E QnUp,

n>0
met
(f,vn) %flf@?) dx als n=0
Uy = ——"— =
(vn, Un) L™ f(x) cos(nz) dx als n>0

Dit zign precies de bekende formules voor de Fouriercoéfficiénten in de Fou-
rier cosinus reeks van een even 2m-periodieke funktie!

Nu herinneren we ons van het college Fouriertheorie dat voor een funktie

felss (R)

2w —per,even

f(z) = i a, cos(nx) voor elke z € R (41)

n=0
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met Fouriercoéfficiénten a,, als hierboven.
Formule (41) zegt dat voor elke x € R de reeks van reéle getallen’ - a,, cos(nx)
convergeert, met som gelijk aan het getal f(x).

We vragen ons nu af of de reeks ), - anv, van elementen van C3;
convergeert in C39 o ooen(R)
aan het element f; d.w.z.

(R)
T—per,even
(met de gegeven norm) en of de som gelijk is

Is f= f: QU
n=0

oftewel

N
. B 2 o o
Is ]\}I_I)noo B |f(2) HZ:: a, cos(nz)|*de = 0 7

Om te beginnen merken we op dat voor n > 0 geldt:

<f> Un> 2 -1 " c
n|l = D n - y Un <
ol = [ = | D) = )| < o
waarbij we voor de constante C' kunnen nemen C' = f |f"(x)| dx.

Hier ziet men duidelijk hoe wordt gebruikt dat D? een symmetrlsche operator
is voor het gegeven inprodukt en dat v,, een eigenfunktie is bij de eigenwaarde
2
—n’.
Uit deze schatting van |a,| leiden we vervolgens af dat voor elke x € R

geldt

Zancos nx) Z an cos(nx)| < i |an| < C i %

n=N+1 n=N+1 n=N+1

en dat dus

T N o9 1 2

2 2
— <2 — | .
/_ |f(x) Zancos(nx)| dx < 2nC ( Z n2)

™ n=0 n=N+1

Omdat de recks )7 . n~> convergeert is limy oo "y 0> = 0. Zo

vinden we tenslotte

N
lim |f(x) — Z an cos(nz)*dz = 0.

N—oo
n=0

Hiermee is bewezen:
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Stelling 6.3 De recks ), - anv, convergeert in C3y_ . ...(R) (met de ge-
geven norm) en de som is gelijk f:

f= Z Ay U (42)

n=0

Hierbij worden de funkties v, en de coéfficiénten a,, gegeven door

va(z) = cos(nx) voor elke 1z € R.
a iffwf(a’)dx als n=20
! %ffﬂ f(z) cos(nz) dx als n>0

Opmerking: Voor de zojuist gegeven afleiding van formule (42) is alleen
gebruikt dat f tweemaal continu differentieerbaar is; willekeurig vaak dif-
ferentieerbaar was hier niet nodig. Het resultaat (42) over de Fourier co-
sinusreeksontwikkelingen is dus ook waar als we in plaats van in de ruimte

e per.cven (R) werken in de grotere ruimte C3, ., oen(R) van tweemaal con-
tinu differentieerbare 2m-periodieke even funkties op R.

Omdat de operator D? de ruimte C3, . .ven(R) niet afbeeldt binnen de-
zelfde lineaire ruimte C3, . von(R), generaliseert het aspekt “eigenfunkties
en symmetrische operator” van het voorgaande verhaal echter niet naar de
grotere ruimte C3,_ .. oon(R).

Opmerking: Voor oneven 2m-periodieke funkties heeft men (uiteraard) een
geheel analoge beschrijving d.m.v. Fourier sinusreeksontwikkelingen.

6.3 Speciaal geval: Legendre

Neem de lineaire ruimte Cpg,enq(] — 1, 1[) bestaande uit alle redelwaardige
funkties f op het open interval | — 1, 1], die willekeurig vaak differentieerbaar
zijn en waarvan alle afgeleiden fU) (j > 0) op | — 1, 1[ begrensde funkties

zijn. Deze ruimte voorzien we van het inprodukt
1
(r9) = | s@gla)ds.
—1
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Verder bekijken we op deze ruimte de lineaire operator van Legendre

Dreg © Cregrensa] = 1, 1) — Ciggrensa(l — 1, 1[)
(Dregf)(x) = (1 = 2°) f"(2) — 22 f'(2).
We weten inmiddels dat het spectrum van deze operator is
{-nn+1)|neZ n>0}
en dat de eigenruimte bij de eigenwaarde —n(n + 1) dimensie 1 heeft met als
basis het Legendre polynoom P, gegeven door
1 /2

Z — 2k> xn—2k
El(n — k)!(n — 2k)! ‘

Bovendien weten we dat de operator Dy, symmetrisch is t.a.v. het gegeven
inprodukt. Dit garandeert meteen de orthogonaliteitsrelatie

1
(P, B) = / Po(2)Pe(z)dz =0  als n 4k
-1
Men kan laten zien (maar dat is niet eenvoudig) dat de norm van het Legendre
polynoom P, wordt gegeven door
1
2

P, |?= (P, Py = | Pu(z)dz=
I PulP= (PuP = [ Pla)? do= 52

De reeks in formule (37) wordt in het onderhavige geval

> a,P,

n>0

(f, Pn) 2n+1
=P, B / il

Men noemt zo'n reeks wel de Legendre reeks, of ook Fourier-Legendre reeks,
van de funktie f.

met

De algemene theorie over de convergentie van Legendre reeksen is net zo
ingewikkeld als de theorie over de convergentie van gewone Fourier reeksen
voor periodieke funkties. Dat laatste is in het college Fourier theorie in detail
besproken. Voor Legendre reeksen beperken we ons tot het vermelden van
de volgende stelling.
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Stelling 6.4 Zij f € Cpiyensa(l — 1, 1), dw.z. f is een willekeurig vaak
differentieerbare funktie op het open interval | — 1, 1], waarvan alle afgeleiden
fU) begrensde funkties zijn. Definieer daarbij

(f; Pu)
(P, Py

2n+1 [
ap = _ ot / f(x)P,(x) dx.
=
Dan convergeert voor elke x €] —1,1[ de reeks van getallen ), -, a,P,(x) en

1S
o)

f(z) = Z a, P, ().

n=0

Bovendien convergeert de recks van funkties ), oo an Py in Cfggensa(] —1,1[)
(met de gegeven norm) en is de som gelijk aan de funktie f:

f= f: anP,.
n=0

Opmerking: Net als bij Fourierreeksen geldt de bovenstaande stelling voor
een grotere klasse van funkties dan CPg, . .q(] — 1, 1[). Er zijn echter hoe dan
ook voorwaarden nodig en men kan niet zo maar ongenuanceerd zeggen dat

het resultaat voor elke funktie op [—1, 1] geldt.
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Opgaven

1. Bepaal de convergentiestralen van de volgende machtreeksen:

(a) >_nlz";
(b) 3 e
(c) > 5%
(d)

2. Bepaal voor de volgende machtreeksen de convergentiestraal R, en be-
paal de som voor alle punten z met |z| < R:

(a) Zn>o(_1)n22n§
(b) Zn>l( 1)rn?2";
() 2ons1 mEL
(d) Zn>l n+1zn'

n"z"

3. (uit Tweede Deeltentamen INFI C 22 dec. 1999)

(a) Bepaal de convergentiestraal R van de machtreeks Z n(n —1)z"
n>0

2 2
(b) Laat zien dat voor |z| < R geldt E n(n—1)2" = a © B
— 2
n>0

4. Gebruik formule (23) om de eerste vijf termen te vinden van de Tay-

=(1+ z)_%.

lorreeks rond 0 van de funktie
1+~

5. (a) Bewijs dat voor alle r,s € R en alle n € Z, n > 0 geldt

()20,

Aanwijzing: Ga eerst na dat (14 2)"™"° = (1 + 2)"(1 + 2)® voor
elke z € C met |z| < 1. Gebruik vervolgens de formule voor het
produkt van twee machtreeksen.
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(b) Laat zien dat voor alle m, n € Z met m, n > 0 geldt

1
() =)+ ()
n n n—1
6. Neem voor V' de lineaire ruimte van alle rijen {a,},>o complexe getal-
len. Neem

W, = {{an}n>0 € V | de reeks Z a, convergeert}

n>0

Wy = {{an}nzo €V | de reeks Z |ay| convergeert}

n>0

Ws; = {{an}nzo € V | de reeks Z |an|? convergeert}

n>0

(a) Laat zien dat Wy, Wy, W3 lineaire deelruimtes van V' zijn.

(b) Laat zien dat Wy C W;. Geef een voorbeeld van een rij die in W;
zit maar niet in Ws.

(c) Laat zien dat Wy C W3. Geef een voorbeeld van een rij die in Wj
zit maar niet in Ws.

7. Neem de lineaire ruimte C°(R) bestaande uit alle continue reéelwaar-
dige funkties op R. Neem

W, = {f € C°(R) | de integraal / f(z)dx convergeert}

— o0
o0

Wy, = {fGCO(R) de integraal / |f(x)|dx convergeert}

Ws = {fECO(R) de integraal /

|f(z)Pda convergeert}
(a) Laat zien dat Wy, W, W3 lineaire deelruimtes van C°(R) zijn.

(b) Laat zien dat W5 C W;. Geef een voorbeeld van een funktie die
in W7 zit maar niet in Ws.

(c) Geef een voorbeeld van een funktie die in W3 zit maar niet in Wh.
Geef een voorbeeld van een funktie die in W5 zit maar niet in Wj.
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8. Zij N een positief geheel getal. Zij Poly de lineaire ruimte van alle
polynomen van graad < N met coéfficiénten in R.
(a) Laat zien dat {1,,...,2"} een basis is van Poly.

(b) Definieer de lineaire afbeelding D : Poly — Poly door:
voor f € Poly is Df = f' de afgeleide van f.
Geef de matrix van D t.o.v. de basis {1,x,...,2}.

(c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvektoren van D m.b.v. de matrix
uit het vorige onderdeel.

9. Zij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem de operator van Hermite:

(Dper () () = f"(2) = 22" (x) — f(x)

(a) Laat zien dat als f in Pols zit, dan is 0ok Dye(f) € Pols
(b) Geef de matrix van Dy, t.0.v. de basis {1,z,2?, 23} van Pols.

(c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvektoren van de lineaire operator
Dyer op de lineaire ruimte Polg m.b.v. de matrix uit het vorige
onderdeel.

10. Zij Pol; de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem de operator van Legendre:

(Dreg(f))(@) == (1 = 2®) f"(2) — 22f'(x)

(a) Laat zien dat als f in Pols zit, dan is ook Dy (f) € Pols
(b) Geef de matrix van Dy, t.0.v. de basis {1,z, 2% 2} van Pols.

(c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvektoren van de lineaire operator
Dz op de lineaire ruimte Pol3 m.b.v. de matrix uit het vorige
onderdeel.

11. Neem voor een positief reéel getal P de lineaire ruimte Cp . oo be-
staande uit alle even P-periodieke reéelwaardige funkties op R, die
willekeurig vaak differentieerbaar zijn.

(a) Laat zien dat als f in C'% zit, dan zit ook f” in C'%

per,even per,even"*
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(b) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenfunkties voor de
operator

2 . 2 _
D CVIODO—peneven - Clojo—peﬁeven’ D (f) - f”.

12. Neem voor een positief regel getal P de lineaire ruimte CP . ;ieven
bestaande uit alle oneven P-periodieke reéelwaardige funkties op R,
die willekeurig vaak differentieerbaar zijn.

(a) Laat zien dat als f € CP ., jnevens dan zit ook f”in CF . coen-

(b) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenfunkties voor de
operator

2. 2 —
D*: C11030—per,0neven - Clgo—per,oneven ’ D (f) _ f”'

13. Voor ieder geheel getal n > 0 wordt het Hermite polynoom H,(x)
eenduidig bepaald door de volgende drie eisen
e H,(x) is een polynoom van graad n
e De coéfficiént van z™ in H,(z) is 2"
o H!(x)—2zH|(x) = —2nH,(z) voor alle z € R.
(a) Ga na dat uit H) ,(z) — 2zH, ,(z) = —(2n + 2)H,41(z) volgt
Hy' o (x) = 20Hy o (v) = —2nH,, 4 (2)

(b) Laat zien dat voor n > 0 het polynoom ﬁH;L +1(2) voldoet aan

de bovenstaande drie eisen die H,(z) karakteriseren.
Concludeer:

H) ., (z)=(2n+2)H,(z) voor n > 0.

(c) Laat zien dat voor n > 2 het polynoom
2¢H,_1(x) — (2n — 2)H,,_2(z) voldoet aan de bovenstaande drie
eisen die H,(x) karakteriseren.

Concludeer:
H,(x) =2xH, 1(x) — (2n — 2)H,_o(x) voor n > 2.

(d) Bereken Hs(z), Hs(x), Hy(x), Hs(z) uitgaande van
Hy(z) =1en Hy(z) = 2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Het standaard inprodukt op R? wordt gegeven door

((v1,v2), (w1, we)) = viwy + Vows.
Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.
Het standaard inprodukt op C? wordt gegeven door

((v1,02), (w1, w2)) = V1T + VoW2.
Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.
Definieer voor (vq,vs), (wy,ws) € R

((v1,v9), (w1, ws)) = 2v1w; + 3vawy — VIWy — Vawy.

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

Neem de lineaire ruimte C°([—1,1]) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—1,1]. Definieer voor f,g € C°([—1,1])

mmz[gummm

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

Neem de lineaire ruimte CO([ 1,1]) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—1 Deﬁmeer voor f,g € C°([-1,1])

(f,9) = / f(z)g(z)V1 — z2dz.

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

Neem in de lineaire ruimte C°(R) bestaande uit alle continue reéelwaar-
dige funkties op R de lineaire deelruimte

V=1{f€CR)| f(z) = O (") voor |a] = oo},

Definieer voor f,g € V
~ [t

Laat zien dat deze oneigenlijke integraal convergeert.
Laat zien dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.
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20. Neem de ruimte L2,

reéle funkties op R

(R) van alle continue kwadratisch integreerbare

[e.9]

12,,(R) = {f e C°(R)

de integraal /

—0o0

|f(z)]?dz convergeert }

(a) Laat zien dat als f,g € L% (R) dan convergeert de oneigenlijke

cont

integraal /_OO f(z)g(x)dx.

(b) Laat zien dat de formule (f,g) = / f(z)g(z)dz een inprodukt

definieert op de lineaire ruimte L2 (R).

21. Neem de lineaire ruimte C°([—m,7|) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—,7]. Definieer voor f,g € C°([—n, )

(f.9) = % /_7T f(z)g(z)dx.

Ga na dat deze formule een inprodukt definieert.

Neem de lineaire operator J : C°([—7,7]) — C°([—7, 7]) gegeven door
(J(f))(z) = f(—x). Laat zien dat J een symmetrische operator is t.a.v.
het gegeven inprodukt.

Laat, zonder rekenen, zien dat voor alle n, m € Z geldt

/ " cos(nz) sin(ma)dz — 0

—Tr

22. Zij Poly de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 4 met
coéfficiénten in R. Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

1
(f,9) = /_1 f(z)g(x)dx voor f, g € Poly.

(a) Bereken (2", ™) voor alle n,m € {0,1,2,3,4}

(b) Bepaal polynomen p,(z) voor n =0, 1,2, 3,4 zo dat

graadp,(x) = n

(Pn(x),2™) 0 als m<n
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Aanwijzing: voor ps(zx) bijvoorbeeld, schrijf ps(z) = ag + a1z +
asx? + azx?; dan levert de eis (ps3(x), ™) = 0 voor m = 0, 1,2 drie
lineaire vergelijkingen voor de vier onbekenden ag, ay, as, as.

(c) Vergelijk de polynomen p,(x) met de Legendre polynomen P, (z).

23. Zij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

(f,g9) = % /_Z f(:v)g(:r:)e‘xde voor f, g € Pols.

(a) Ga na dat voor alle n,m € {0, 1,2, 3} geldt

N m 0 als n+m oneven is
(2", a™) =

I (2tmtdy als n+m even is

s 2

N.B. de Gamma-funktie is gedefinieerd door I'(s) = [~ e~"¢*~ ! dt.

(b) Gebruik de bekende formules T'(3) = /7 en I'(s 4 1) = sI'(s) om
(x™, x™) expliciet als een rationaal getal te schrijven.

(c¢) Bepaal polynomen h,(z) voor n = 0,1,2,3 zo dat

graad h,(z) = n
(hn(x),2™) = 0 als m<n

(d) Vergelijk de polynomen h,(z) met de Hermite polynomen H, ().

24. Neem de lineaire ruimte O35 . (R) bestaande uit alle 27-periodieke

reéelwaardige funkties op R, die willekeurig vaak differentieerbaar zijn.
Deze ruimte voorzien we van het inprodukt

() = | sagta)ds
Verder bekijken we op deze ruimte de lineaire operator
D2 : C;—per(R) - Cgfr—per(R) ) D2(f) = f”'

Laat zien dat de operator D? symmetrisch is t.a.v. het gegeven inpro-
dukt.
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25. In de quantum theorie van het waterstof atoom komt men de differen-
tiaalvergelijking van Laguerre tegen. Deze luidt:

af"(x) + (1= 2)f'(x) + Af(z) = 0.

Het gaat hier dus om een eigenwaarde probleem, waarbij —A de ei-
genwaarde is en de operator Dyp,, wordt gegeven door (Diuef)(z) =

2f"(z) + (1 - 2)f'(a).

(a)

(d)

Laat zien dat een funktie die wordt gegeven door een machtreeks
f(z) = > a,x™, voldoet aan de differentiaalvergelijking van
Laguerre precies dan als de coéfficiénten a,, voldoen aan de recursie
relatie

na, = (n—1—Na, voor n > 1. (%)

Laat zien dat de convergentiestraal van zo’n machtreeksoplossing
oneindig is.

De machtreeks geeft dus een funktie die op de hele reéle lijn R
gedefinieerd is.

Laat zien dat als A = N een geheel getal is, met N > 0, dan is
a, = 0 voor n > N. De machtreeks is dan dus een polynoom.

We krijgen zo voor ieder geheel getal N > 0 precies één polynoom
Ly(z) dat voldoet aan

oL (z) + (1 —2)Ly(x) + NLy(z) =0 en Ly(0)=1.

Men noemt deze polynomen de Laguerre polynomen.

Ga na dat de Laguerre polynomen Ly, Ly, Lo, L3 zijn:
Lo(ZE) =1
Ll (.CE) = 1l—-z
1
Ly(z) = 1—-2x+ 5332
3 1
Lg(I) = 1-3z+ 51’2 — 6.733

Neem nu aan dat A niet een geheel > 0 is. Zij m het kleinste
gehele getal dat voldoet aan m > 4|1 + A|.
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Laat zien m.b.v. de recursie (%) dat dan voor n > m geldt

a 3 a 3\""" m!
s en —">(_) m!

Gp_1  4n G 4 nl

Laat zien dat voor elke x > 0 geldt:
=~ 3 "= 1 /32\"
;anx > |y, |m! (Z) Z ] (Z) )

Laat zien dat voor de machtreeksfunktie f(z) = >""7 a,z™ geldt

lim |f(z)le”% >0

r—00

Dit groeigedrag van de funktie f is fysisch niet acceptabel (zie
bijvoorbeeld: Bransden & Joachain: Quantum Mechanics p. 354
formule (7.110)).

Vandaar dus dat fysisch alleen de oplossingen van de Laguerre
vergelijking met gehele A > 0, d.w.z. de Laguerre polynomen,
interessant zijn.

26. Zij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

(f,9) :/0 f(z)g(x)e "dx voor f,g € Pols.

(a) Ga na dat voor alle n,m € {0,1,2,3} geldt
(", 2™y = (n+m)!

N.B. de Gamma-funktie is gedefinieerd door I'(s) = [;* e~¢*~ ! dt.
Gebruik de bekende formule I'(k 4 1) = k! voor ieder geheel getal
k>0.

(b) Bepaal polynomen /¢,,(x) voor n =0, 1,2,3 zo dat

graad ,(x) = n
(lp(x),2™) = 0 als m<n
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(c) Vergelijk de polynomen ¢,(z) met de Laguerre polynomen L, (z)
uit de vorige opgave.

27. 7ij Polynomen de lineaire ruimte van alle polynomen met coéfficiénten
in R. Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

(f.9) :/o f(x)g(x)e ™ dx voor f, g € Polynomen.

Bekijk verder de operator van Laguerre:

D g Polynomen — Polynomen

(Dragf)(x) = af’(z)+ (1 —x)f' ()

(a) Gana dat (Dpaef)(z) = €° (xe_rf')/ (x) voor elk polynoom f.
(b) Laat zien dat Dy, een symmetrische operator is voor het gegeven

inprodukt.

28. We onderzoeken in deze opgave de differentiaalvergelijking van Che-
byshev

(1 —a*)f"(z) —2f'(z) + Af(z) =0 (*)

(a) Laat zien dat een funktie die wordt gegeven door een machtreeks
f(z) = > a,x™, voldoet aan de differentiaalvergelijking (x)
precies dan als de coéfficiénten a,, voldoen aan de recursie relatie

(n+1)(n+2)anse = (1> — Nay, voor n > 0.

(b) Laat zien dat als A = N? voor een geheel getal N > 0, dan is er
een polynoom f(r) = ag + a1x + asx? + ... + ayz” dat voldoet
aan de differentiaalvergelijking (x) en dat niet constant nul is.

(c) Geef voor A = 16 een polynoom fy(x) dat voldoet aan de differen-
)

tiaalvergelijking (%) en zo dat f4(0) = 1.
(

(d) Geef voor A = 25 een polynoom f5(x) dat voldoet aan de differen-
tiaalvergelijking (%) en zo dat f(0) = 1.
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29. We nemen de lineaire ruimte Cp,,,eq(]—1, 1[) bestaande uit de continue

begrensde reéelwaardige funkties op het open interval | — 1, 1].

1
1

a) Laat zien dat de oneigenlijke integraal / —————dx convergeert

(a) genli] graal [ = g

en bereken deze integraal.

(b) Laat zien dat voor alle f,g € C? — 1,1]) de oneigenlijke

egrensd (]

1

: f(z)g(z)

integraal — = 2dx convergeert.
& /_1 V 1-— ilfz &

Voor f,9 € Cpogrensa(l — 1, 1[) definiéren we nu

1
f(x)g(z
o= [ fi),
-1 1—=x
(c) Laat zien dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inpro-

dukt.

Opmerking: Je mag hier zonder bewijs gebruiken: als h een con-
tinue funktie is op | — 1, 1] zodat h(x) > 0 voor alle x €] — 1, 1] en
zodat f_ll h(x)dx convergeert en f_ll h(z)dx = 0, dan is de funktie
h constant gelijk aan 0.

Geef wel duidelijk aan waar en hoe je deze opmerking gebruikt.

(d) Definieer voor ieder geheel getal & > 0 het getal ¢, door

1 ok

Cp = ——dx
g /_1 V1—22

k—1

Laat zien dat ¢, = Ch_9 voor k > 2.
Bereken ¢ voor kK =0,1,2,3,4.

(e) Bepaal voor n =0, 1,2 een polynoom 7,,(z) dat niet constant nul
is en dat voldoet aan

graadT,(z) = n
(Th(x),z™) = 0 als m<n

Aanwijzing: Merk op dat (z™,2™) = ¢pim met Cyppy als in het
vorige onderdeel.
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30.

31.

32.

We nemen de lineaire ruimte Cfg,op.q(] — 1, 1[) bestaande uit alle wil-

lekeurig vaak differentieerbare reéelwaardige funkties f op het open
interval | — 1, 1] waarvoor ook alle afgeleiden f) begrensde funkties op
| = 1,1] zijn. Op deze ruimte nemen we het inprodukt:

o= [ T 0 voor fg€ Ol - 11D

(Je hoeft hier niet meer te bewijzen dat dit een inprodukt is!)

Verder nemen we de Chebyshev operator:

(Denevf)(x) = (L=2?) f"(z) —xf'(x)  voor [ € Colprensa(l—1,1[).

(Je mag zonder bewijs gebruiken dat Dcype, een lineaire afbeelding is
van

ol (]—1,1]) naar oo (1—1,1].)

begrensd begrensd

Laat zien dat Dcype, een symmetrische operator is voor het gegeven
inprodukt.
Aanwijzing: Wat is de afgeleide van v/1 — 22 7

Zij P de vier-dimensionale lineaire ruimte bestaande uit de polynomen
p(x) van de vorm p(x) = ag + a7 + aqx* + aza® met ag, ay, aq, a5 € R.
Definieer voor p(z) € P

Lp(z) = (z72 — 2*)p" (x) — 2zp/ (z)

)

) Laat zien de afbeelding L : P — P een lineaire afbeelding is.
(c) Geef de matrix van L t.o.v. de basis {1, z, 2%, 2°} van P.

)

Bepaal de eigenwaarden en eigenvektoren van de lineaire opera-
tor L op de lineaire ruimte P m.b.v. de matrix uit het vorige
onderdeel.

We onderzoeken in deze opgave de differentiaalvergelijking

(1 —a")f"(z) — 22°f'(2) + A2’ f(2) = 0 (*)
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(a) Geef voor A = 20 een polynoom f4(z) = ag + a1x + asz? + azx® +
asrt van graad 4 dat voldoet aan de differentiaalvergelijking (x)
en zo dat f4(0) = 3.

(b) Laat nu weer A een willekeurig reéel getal zijn.
Laat zien dat een funktie die wordt gegeven door een machtreeks

f(z) = > a,z™, voldoet aan de differentiaalvergelijking (x)
precies dan als de coéfficiénten a,, voldoen aan

a9 = a3 = 0
(n+3)(n+4)anss = (N> +n — Na, voor n > 0.

(c) Zij N een positief geheel getal. Neem aan dat er een polynoom
Ifn(z) = ao + a1z + axx® + ... + ana is met ay # 0 dat voldoet
aan de differentiaalvergelijking (x).

Laat zien dat A = N2 + N en dat N of N — 1 deelbaar is door 4.

33. We nemen de lineaire ruimte Cfgyopeq(] — 1, 1) bestaande uit de wil-

lekeurig vaak differentieerbare begrensde reéelwaardige funkties op het
open interval | — 1, 1] waarvoor ook alle afgeleiden f\) begrensde funk-
ties op | — 1, 1] zijn.

L dx
-1 \/1 —ZE4

N.B. Je hoeft deze integraal niet te berekenen!

(a) Laat zien dat de oneigenlijke integraal convergeert.

(b) Laat zien dat voor alle f,g € CPgensal] — 1,1[) de oneigenlijke

1

: f(z)g(z)

integraal / — =2 dx convergeert.
g VIt g

Voor f,g € Coggensal] — 1, 1[) definiéren we nu

1
f(x)g(z
- [ s,
-1 1 — X
(c) Laat zien dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inpro-
dukt.

Opmerking: Je mag hier zonder bewijs gebruiken: als h een con-
tinue funktie is op | — 1, 1] zodat h(z) > 0 voor alle x €] — 1, 1] en
zodat f_ll h(x)dxz convergeert en f_ll h(z)dr = 0, dan is de funktie
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34.

35.

h constant gelijk aan 0.
Geef wel duidelijk aan waar en hoe je deze opmerking gebruikt.

Neem de operator:

(Df)(@) = (1 =) f"(z) = 22°f'(x)  voor [ € Chigensa(] —1,1[).

Je mag zonder bewijs gebruiken dat D een lineaire afbeelding is van

gce)grensd (] o 1’ 1[) naar Cl(;ggrensd (] - 17 1[)

(d) Laat zien dat D een symmetrische operator is voor het gegeven
inprodukt.

Aanwijzing: Wat is de afgeleide van v/1 — 24 7

Zij V een lineaire ruimte over R voorzien van een inprodukt (.,.). Zij
W een lineaire deelruimte van V' en v een element van V. Stel u € W
is zo dat voor iedere w € W geldt || v —u [|<[[ v —w ||.

(a) Bewijs dat voor elke z € W geldt (v — u, z) = 0.
[lustreer dit met een tekening voor het geval dimV = 3 en
dim W = 2.
Aanwijzing voor het bewijs: Voor vaste z € W en variabele t € R
is || v —u — tz ||* een funktie van ¢t. Wat is de afgeleide van deze
funktie? Waar is de funktie minimaal?

(b) Veronderstel dat ey, ..., e, een basis van W is met de eigenschap
<6i7€j> =0alsi 7&]
Bepaal de coordinaten van u t.o.v. deze basis.

Ter illustratie van de vorige opgave nemen we voor V' de lineaire ruimte
C°([—1,1]) bestaande uit alle continue funkties op het gesloten interval
[—1,1] voorzien van het inprodukt (f,g) = f_ll f(z)g(x)dx. Voor W
nemen we de lineaire ruimte Pol, bestaande uit alle polynomen van
graad < 4.

(a) Geef een basis van py, ..., ps van Poly zodat (p;, p;) =0 als i # j.

(b) Bepaal bij gegeven f € C°([—1,1]) het polynoom u € Poly zo dat
voor iedere w € Poly geldt || f—u ||<|| f—w ||
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36. We nemen de lineaire ruimte Cpg, .,.q(R) bestaande uit de willekeurig

vaak differentieerbare begrensde reéelwaardige funkties op R waarvoor
ook alle afgeleiden fU) begrensde funkties op R zijn.

(a) Bepaal het spectrum van de operator
D Cngrensd(R) - Cngrensd(R) ) Df=Ff.
(b) Bepaal het spectrum van de operator
D?: Cg:grensd(R> - nggrensd(R> ) D2f = f"

37. We nemen de lineaire ruimte Cff 5, (R) bestaande uit de willekeurig
vaak differentieerbare reéelwaardige funkties op R waarvoor alle even
afgeleiden ) nul zijn in 0 en in 5: f®)(0) = f&)(5) = 0 voor
J€Z,j>0.

Bepaal het spectrum van de operator

D?: 0{0875}(R) - 0{0875}(R) ) sz = f".

38. Bepaal alle machtreeksfunkties f(z

(2) = >0 anz™ die voldoen aan de
differentiaalvergelijking f'(z) = f(2).
) p—

39. Bepaal alle machtreeksfunkties f(z
differentiaalvergelijking f”(z) = f(z2).

-
> n>0 2" die voldoen aan de
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8 Besselfunkties

De differentiaalvergelijking van Bessel is
22y + ay + (22 — 1)y = 0. (43)

Hier is v een (vastgehouden) reéle parameter; zonder beperking mogen we
v > 0 nemen. We schrijven £ voor de differentiaaloperator die aan een
funktie y toevoegt de funktie
(92 0
Ly=1"——y + x + (2% —
y=a'poy + gy (x> = %) y.

Om deze differentiaalvergelijking op te lossen berekenen we Ly voor een

funktie y van de vorm

(e}

y:Zanx =z Zan ; met ag = 1; (44)

n=0

hier zijn r en de coéfficiénten a,, voor n > 1 vooralsnog onbekenden, die in de
loop van het verhaal zullen worden gespecificeerd ten einde bepaalde effecten
te bereiken. We definiéren 2"+ als

2" = 2" exp(rlogx),
hetgeen vereist dat x > 0 is.

Merk op dat de funkties y die we uitproberen als mogelijke oplossing van
de differentiaalvergelijking, iets algemener zijn dan de machtreeksen waarmee
we in de voorgaande hoofdstukken werkten.

We berekenen

Ly = Z(r +n)(r+n—1)a,z"" + Z(r +n)az’ "
n=0 n=0
o Z V2anxr+n + Z anxr+n+2
n=0 n=0
_ Z[(T + n)2 _ V2]anxr+n + Z anxr—i-n—i-Q
=0 n=0
= [7“ —Vapz” + [(r +1)? — Va2t +
+ Z{[(r +n)? = v?a, + ap_o "t
n=2
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In dit antwoord onderscheiden we twee delen: de term [r? — v?]agz” en de
rest.

Men noemt 72 — v% het indiciaal polynoom van de gegeven differentiaal-
vergelijking bij z = 0. De nulpunten van dit indiciaal polynoom (in dit
geval v en —v) noemt men de ezxponenten bij x = 0. Die exponenten zijn
belangrijk omdat, wanneer we r gelijk nemen aan zo’n exponent, de term
[r? — V2]agx” nul is. Uit wat men zoal in de literatuur leest over het oplossen
van zo'n differentiaalvergelijking krijgt men vaak de indruk dat men eerst die
term [r? — v2]agz” nul moet maken, door voor r een van de exponenten in te
vullen.

Dat is echter niet de weq die wij hier gaan volgen: Ons eerste doel is om
die rest nul te maken door geschikte keuze van de coéfficiénten a,,; d.w.z. we
willen

apg =1, a; =0, [(r 4+n)* = v¥an + ano=0 voor n>2.
Deze recursie heeft als oplossing: voor elke m > 1:

A2m—1 = Oa
5 1 (45)
m = (=)™ .
2 (=1) g(r—l—y—i—%)(r—v—i—%)

De coéfficiénten a,, zijn hiermee dus gespecificeerd als bekende funkties van
r; daarbij mag r variéren in R mits voldaan is aan de eis dat r +v en r — v
geen negatieve even gehele getallen zijn (dit om te voorkomen dat de noemer
in (45) nul wordt).

Door (45) in te vullen in (44) komen we tot een nieuw uitgangspunt ' :

= m s 1 r+2m
yle,r) =2 (=) <k (r+u+2k)(r—u—|—2k)>x - f)

m=0 =1

We schrijven hier y(z,r) om te benadrukken dat y een funktie is van twee
variabelen x en r, waarbij x > 0 moet zijn en r + v en r — v geen negatieve
even gehele getallen mogen zijn.

Met de specificaties in (45) bereiken we dat

Ly(z,r) = (r* —v*)a". (47)

IBij het gebruik van de notatie [T;2, pr. voor het produkt van een aantal getallen py
hanteert men de conventie dat men []}", p, moet interpreteren als zijnde 1 wanneer m < I
is.
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Het zal heel belangrijk bligken te zijn dat (47) een gelijkheid is van twee funk-
ties van de variabelen x en r.

Wanneer we voor r een concreet getal invullen krijgen we uit (47) een
gelijkheid van twee funkties in de overblijvende variabele z. Voorwaarde bij
dit concrete invullen is wel dat » + v en r — v geen negatieve even gehele
getallen mogen zijn (n.b.: we hadden v > 0 genomen).

r = v invullen mag altijd omdat v + v en v — v niet negatief zijn. Het
rechterlid in (47) is dan 0 voor alle z > 0 en dus is y(x, v) altijd een oplossing
van de Bessel differentiaalvergelijking (43); expliciet:

e Lz
ylz,v) == Z p_ 1_[(?:1(]{5 ) <§> . (48)

m=0

r = —v invullen mag alleen als v niet een positief geheel getal is. In dat
geval is het rechterlid in (47) 0 voor alle x > 0 en dus is y(z, —v) dan een
oplossing van de Bessel differentiaalvergelijking (43); expliciet:

m=0

Wanneer v niet een geheel getal > 0 is, zijn y(z,v) en y(z, —v) twee
lineair onafhankelijke oplossingen van de Bessel differentiaalvergelijking (43).

Voor v = 0 is y(z, —v) hetzelfde als y(x,v) en hebben we dus pas één
oplossing te pakken. Voor v positief geheel bestaat y(x, —v) niet en hebben
we dus weer pas één oplossing te pakken. Om in deze gevallen een tweede
oplossing te vinden gaan we essentieel gebruiken maken van het feit dat dat
(47) een gelijkheid is van twee funkties van de variabelen x en 7.

Voorbeeld: v = %

Wanneer we in (48) invullen v = % vinden we

yr.5) = wéqu{gz:ﬁ) (5)"

m=0

78



10 15

Figuur 1: Grafieken van de Bessel functies J_y/2(x) en Jy ().

_1)mx2m+1

(2m+1)!

Het is gebruikelijk om deze functie te vermenigvuldigen met de constante

\/g . Het resultaat staat bekend als de Besselfunctie van de eerste soort met
orde § en wordt genoteerd als Ji (). Dus
2

Ji(z) = \/% sin(z) .

Merk op dat deze functie voor alle reéle waarden van x is gedefinieerd.

Wanneer we in (49) invullen v = % vinden we




(~1)man
[152 (22K — 1))
(-1

(2m)!

Na vermenigvuldigen met \/g krijgen we de Besselfunctie van de tweede soort

Ja(x) = \/% cos(z) .

Merk op dat deze functie voor alle reéle waarden van x, behalve voor z = 0,
is gedefinieerd.

De twee functies Jy (x) en J_%(x) vormen een basis van de oplossings-

1

ruimte van Bessels differentiaalvergelijking voor v = 3.

met orde %:

Voorbeeld: v = 0.

Bij invulling van v = 0 geven (48) en (49) dezelfde functie. Deze functie
wordt genoteerd als Jy(z) en wordt de Bessel functie van de eerste soort met
orde 0 genoemd. Dus
T\ 2m
(5)

Om een tweede, van Jy(x) onafhankelijke, oplossing van Bessels differenti-
aalvergelijking voor v = 0 te vinden gaan we als volgt te werk. Voor v =0
wordt (47):

[e%e) 1)
JO(:E) = Z ((m|))2

m=0

Ly(z,r) =r?a". (50)
Deze funktie kunnen we naar r differentiéren:

% (Ly) (z,7) = 2ra" + r?2" logz .

Anderzijds is

L=t (%y) (z,7).

80



1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4F

-0.6

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
1

I
0 5 10 15

Figuur 2: Grafieken van de Bessel functies Jo(x) en Yy(x).

omdat de operaties differentiéren naar = en differentiéren naar r commuteren,
d.w.z.

00 00

ordr  dxor
Zo vinden we

L <2y) (z,7) = 2ra" +r’2"logx.
or

Hier mogen we vervolgens r = 0 invullen. Dan wordt het rechterlid 0 voor alle
x > 0 en is, dus, (%y) (x,0) een oplossing van de Bessel differentiaalverge-
lijking (43). Deze oplossing kunnen we gemakkelijk expliciet maken:

0 ) = /0 5 - 5
—y | (x,0) = Z <—a2m) (0)z"™ + Za2m(0)x "logx.
(87" = \or —
Volgens (46) met v =0 en ag = 1 is

T 1
agm = (—1) gm
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Dus

en
8 . a9, 8 m
Ean = (—1)77”@%5(( 1)™agm)

Invullen r = 0 levert (Zag) (0) = 0 en voor m > 0:

%) |
<§a2m) ( = _a2m Z E

Zo vinden we uiteindelijk voor de tweede oplossing bij v = 0

(a%y) (2,0) = Jolx) log + Z Dl (Z: %) G

Het is gebruikelijk deze oplossing te normaliseren door hem te vermenigvul-
digen met 2 en er een constant veelvoud van Jo(z) bij te tellen. Men krijgt
dan de Bessel functie van de tweede soort met orde 0:

(v mey) aio) + 3G (353) ()]

=1

Yola) = 2

waarbij v de Euler-Mascheroni constante is:

v = lim (

NE
| =

— logm) ~ 0.5772....

£
Il

1
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Figuur 3: Graficken van de Bessel functies Ji(x) en Y;(x).

Voorbeeld: v = 1.

Wanneer we in (48) invullen v = 1 vinden we

Het is gebruikelijk om deze functie nog met % te vermenigvuldigen. Het
resultaat noemt men de Bessel functie van de eerste soort met orde 1 en men
noteert deze als Ji(z). Dus:

m=0

Om een tweede, van J;(x) onafhankelijke, oplossing van Bessels differen-
tiaalvergelijking met v = 1 te vinden kunnen we niet zo maar in (49) invullen
v =1 (want dan ontstaat ergens een noemer (). We gaan als volgt te werk.
Voor v =1 wordt (47)

Ly(z,r) = (r* — 1)a"
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en wordt (46)

; o0 m 1 (_1)mxr+2m
ylor) =a" + mg (H (r+1+2k)(r—1+2k;)> (r+1)(r+3)"

k=2

Bijgevolg is

0 m 1 (_1)mxr+2m
1 = 1)x" .
(r+ly(e,r) = (r+1)z +mZ::1 (g (r+1+2k)(r—1+2k) r+3
(51)
We zien dat de funktie (r 4+ 1)y(x,r) ook goed gedefinieerd is voor r = —1.
Bovendien is

L((r+1Dy)(z,r)=(r—1)(r+1)%". (52)

Dit laatste is een gelijkheid van funkties in z en r. We zouden hier r = —1
kunnen invullen. Het rechterlid wordt dan 0 en dus is [(r + 1)y(z,r)],__,
een oplossing van de differentiaalvergelijking (43). Echter wanneer we in
(51) r = —1 stellen, dan vinden we

[(r+ Dy(z,r)],__, = Z%G)m_l

met y(x, 1) als in (48), d.w.z. de oplossing die we al hadden.
Om toch een nieuwe oplossing te vinden kunnen we (52) naar r diffe-
rentiéren

0
E(E((r +Dy))(z,r) = (r+1)%2" +2(r— D) (r+ 12"+ (r—1)(r+1)*" logz .
Wanneer we hierin » = —1 nemen, dan wordt het rechterlid 0 en dus is de
funktie (Z((r +1)y)) (z, —1) een oplossing van de Bessel differentiaalverge-
lijking voor v = 1. Laten we deze oplossing expliciet maken, op dezelfde
manier als in het geval v = 0:

(5400} (1) =
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= <§: % <g>2m_l> logz + 27" +

+ ;% G "Z % = 2)) G
o (2 m'((;’lllml)! <§>2m+1> logz +
o S <i% > %> (5)"

Om in dit geval de functie te normaliseren vermenigvuldigt men de zojuist
gevonden functie met —2 en telt men er een constant veelvoud van J; () bij.

™

Het resultaat is de Bessel functie van de tweede soort met orde 1
x

Vi) = 2 [(3+108(3) afa) — 2

S (S 2 6]

waarbij v de Euler-Mascheroni constante is.

Opmerking: De methode die we hierboven gegeven hebben om voor v =1
een tweede oplossing te construeren, werkt voor elke positieve gehele waarde
van v: twee onafthankelijke oplossingen zijn

se) e (G o) ).

met funktie y(z,r) als in (46).
Merk op dat voor elke positieve reéle waarde van v geldt

S ) =yten) + ) (5 (),

or
Omdat voor niet gehele positieve waarden van v de funkties y(x, r) en (%y) (x,7)
ook gedefinieerd zijn in r = —r mogen we in dat geval hier dan gewoon
r = —v invullen. We zien dan

L+ ) —) =yl ).

85



Opgave: Laat zien dat de machtreeksen die voorkomen in de Bessel functies
Jo(z), Yo(x), Ji(x) en Yi(z) allemaal convergentiestraal oo hebben.
Wat betekent dat voor het definitiegebied van deze functies?
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9 Complex differentieerbare funkties

9.1 Definities en voorbeelden

Dit hoofdstuk behandelt enkele fundamentele begrippen betreffende complex-
waardige funkties die zijn gedefinieerd op een open deelverzameling van C,
met name continuiteit en differentieerbaarheid.

9.1.1 Open deelverzamelingen.

Een deelverzameling U van C is, per definitie, open als voor iedere z € U een
reéel getal € > 0 bestaat zo dat het cirkelschijfje

D(z,e) ={w e C| |w—z| <€} (53)

geheel in U ligt. Merk op dat we hier de oude definitie voor R? herschreven
hebben in de complexe notatie. De norm ||.|| op R? komt overeen met de
modulus (= absolute waarde) op C: immers er geldt

|z +yi] = a2 + 32 = ||(x,y)|.

9.1.2 Limiet van een funktie.

Laat U een open deelverzameling van C zijn, en f een funktie U — C. Voor
a € U, L € C, bedoelt men met

lim f(z) =L

Z—Q

dat er voor ieder reéel getal € > 0 een reéel getal o > 0 bestaat zo dat
zelU, 0<|z—al<d = |f(z)—L|<e

De rekenregels voor limieten met betrekking tot de operaties optellen,
vermenigvuldigen en delen zijn gelijk aan die voor funkties R — R. Omdat de
bewijzen ook hetzelfde zijn, laten we die achterwege. Hier zijn de rekenregels:

Lemma 9.1 Zij U een open deelverzameling van C en o« € U. Laat twee
funkties f,g : U — C gegeven zijn waarvoor lim,_, f(z) en lim, ., g(2)
bestaan. Dan bestaan ook de limieten van |f|, f+ g en fg voor z — « en
er geldt:

87



1. lim, o |f(2)| = | lim,—, f(2)],
2. lim, o (f(2) + 9(2)) = lim,—q f(2) + lim, ., g(2),
3. lim, ., f(2)g(2) = lim,_, f(2) lim,_, g(2).

Als bovendien gegeven is dat lim,_,, g(z) # 0 is, dan bestaat ook de limiet

van 5 voor z — « en er geldt:
3 f(z) _ lim;—q f(z)
4. lim,_,, 00 = Tmag()

9.1.3 Continuiteit.

Laat weer U C C een open deelverzameling zijn, & € U en f een funktie
U — C. De funktie f heet continu in het punt o als

lim f(z) = f(a).

zZ—Q

Men zegt dat f een continue funktie op U is als f continu is in ieder punt
acU.

Opmerking. Lemma 9.1 heeft het voor de hand liggende gevolg voor de
continuiteit van sommen, produkten en quotiénten van continue funkties.

9.1.4 Complexe differentieerbaarheid.

Zij weer U een open deelverzameling van C, f een funktie U — C en « een
punt in U. Men zegt dat de funktie f differentieerbaar ? is in het punt o

als de limiet h
e+ h) = fo)
h—0 h

(54)

bestaat (NB: hierin is h een complexe variabele). De limiet heet dan de
afgeleide van f in a. Notaties:

LA )y Ha ) = f)
dz " h—0 h )

f'(@):

2Wanneer men extra wil benadrukken dat het om funkties van een complexe variabele
gaat, zegt men wel complexr differentieerbaar en spreekt men van de complexe afgeleide
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Men zegt dat f een differentieerbare funktie op U is als f differentieerbaar is
in ieder punt o € U.

Kortom, de definitie van complexe differentieerbaarheid kan worden ver-
kregen uit de bekende definitie van differentieerbaarheid van funkties R — R
door overal R te vervangen door C. Door vroegere bewijzen op soortgelijke
wijze aan te passen verkrijgen we de volgende rekenregels voor complexe
afgeleiden. We laten de bewijzen achterwege.

Stelling 9.2 Veronderstel dat de funkties f,g : U — C complex differenti-
eerbaar zijn in o € U, en zij ¢ € C. Dan zijn ook de funkties f + g, cf en
fg complex differentieerbaar in o en er geldt:

1. (f+9)(a) = f'(a) + g (),
2. (cf) () = cf'(a),
3. (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g' ().
Als g(a) # 0 is, dan is g complex differentieerbaar in « en er geldt

1 (g),(a) _ Fe)gle) = fe)g'(0)

Het is duidelijk dat een constante funktie complex differentieerbaar is met
als afgeleide de funktie die identiek gelijk aan nul is. Omgekeerd geldt:

Stelling 9.3 Zij D een open cirkelschijf in C en f : D — C een complex dit-
ferentieerbare funktie met f'(z) = 0 voor alle z € D. Dan is er een constante
C € C zo dat f(z) = C voor alle z € D.

Bewijs: We herleiden het resultaat als volgt tot de overeenkomstige stelling
voor funkties van een reéle variabele. Zij m het middelpunt van D en z een
willekeurig punt in D, z # m. Dan zijn er a,b € R, a <0, b > 1, zodat alle
punten m + t(z —m) met ¢ €]a, b ook in D liggen.
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Beschouw nu de funktie ¢(t) = f(m + t(# —m)) voor t €|a,b[. Dan is
voor elke t €]a,b] :

glt+e) —g{) fm+t(z=m) + ez =m)) — f(m +1(z —m))

lim = lim
_ gg%)f(m—l—t(z—m)+wu)}—f(m+t(z—m))(z_m)
= (== m)f(m 4tz — m)
= 0.

Derhalve is g(t) op het interval ]a, b| differentieerbaar naar de reéle parameter
t met afgeleide identiek gelijk aan nul. De funktie g is dus constant op dat
interval. We concluderen dat f(z) = ¢g(1) = ¢g(0) = f(m). Voor willekeurige
z € D hebben we dus bewezen: f(z) = f(m). [

Naast de in Stelling 9.2 genoemde rekenregels geldt er ook een kettingregel
voor de samenstelling van complex differentieerbare funkties. Het bewijs is
in essentie hetzelfde als dat voor differentieerbare funkties R — R. We laten
het daarom achterwege.

Stelling 9.4 (De kettingregel). Laten U en W open deelverzamelingen van
C zijn, f : U — W en g : W — C funkties, en veronderstel dat « in U ligt
en dat f complex differentieerbaar is in o terwijl g complex differentieerbaar
is in f(«). Dan is g o f complex differentieerbaar in « en er geldt:

(go f)(a) =g (f())f' ().
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Voorbeelden.

1. Uit de rekenregels van Stelling 9.2 volgt direkt dat een veeltermfunktie
p(z) = ag + a1z + ... + a,2™ complex differentieerbaar op C is, met
afgeleide p'(2) = aj + 2a2z + ... + na, 2" 1.

2. Neem de funktie f : C — C gegeven door
f(z)=z  voor zeC.
Deze funktie is continu, omdat voor alle z, o € C geldt:
Iz —a|l =]z —al.

Echter deze funktie f is voor geen enkele o € C complex differentieer-
baar in o, immers

fla+h)—fla) a+h—a E

h h h

Nemen we hierin h = re’? dan is het rechterlid gelijk aan e=2%. In het
bijzonder is, wanneer h langs de positieve reéle as naar 0 gaat, ¢ = 0

e1n
o fat ) = f(@)
r|0 T

=1,

terwijl, wanneer h langs de positieve imaginaire as naar 0 gaat, ¢ = =

2
is en )
i L@ ) = £(a)
r10 r

= 1.

niet

Omdat deze uitkomsten verschillend zijn kan }Lir%

flath) = f(o)
h

bestaan.

9.1.5 De Cauchy-Riemann vergelijkingen.

Door aan een complex getal z = = + iy het reéle getallenpaar (x,y) toe te
voegen kunnen we C identificeren met R2. Daarbij wordt een open deelver-
zameling U van C geidentificeerd met een open deelverzameling W van R? en
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wordt een funktie f : U — C geidentificeerd met een afbeelding £ : W — R2;
om precies te zijn:

F(x,y) = (Fi(7,y), Fa(z,y)), flz +1iy) = Fi(x,y) + iFy(,y)
Fi(7,y) = Re f(x +iy), Fy(v,y) =Tm f(x +iy).

Veronderstel nu dat de funktie f complex differentieerbaar is in het punt
a = a+bi € U. Door in (54) de limiet te nemen met de beperking dat h slechts
reéle waarden doorloopt zien we dat F' in (a, b) partieel differentieerbaar naar
x is, terwijl bovendien

0F, (9F2
(@) + i 2 (0,b) = (),

Door de limiet alleen over zuiver imaginaire waarden van h te nemen, zien
we dat F' in (a, b) ook partieel differentieerbaar is naar y, terwijl

——(a,b) +

8F1 8F2 T f(Oé + 26) — f(a)
o flario = f()
= 111m -

e—0 1€
= if'(a)

In het bijzonder zien we dat

oF, 3F2 oOF, an
s —(a,b) + &y —(a,b) =1 ( o (a,b) + o —(a, b))

Conclusie:

Als de funktie f : U — C complex differentieerbaar is in het punt o = a + bi,
dan is de bijbehorende afbeelding £ : W — R? differentieerbaar in het punt
(a,b) en geldt

oF,
ox

0F,
dy

—(a,b) en a;;l (a,b) =

aFg

—(a,b) = 5

——(a,0).  (55)

De vergelijkingen (55) staan bekend als de Cauchy-Riemann vergelijkingen.
Voor de totale afgeleide DF van F vinden we zo

. W) _ (10 OF , (0 -1 05,
or, oF, 0 1) or 1 0 ) ox
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Men kan bewijzen dat omgekeerd geldt:

Feit: Als afbeelding F' : W — R? differenticerbaar in het punt (a,b) en
voldoet aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen (55) dan is de bijbehorende
funktie f : U — C complex differentieerbaar.

Voorbeeld. Bekijken we nog eens de funktie f : C — C gegeven door
f(z) =z  voor zecC.
Deze funktie correspondeert met de afbeelding
F(z,y) = (z,—y) : R? - R2%
Nu is voor alle (a,b) € R%: %—Zl(a, b) = —aai;(m b) =0 maar

or;

F:
5 (a,b) =1 terwijl 2(@, b) = —1

dy

Omdat in dit voorbeeld niet is voldaan aan de Cauchy-Riemann vergelijkin-
gen, is de funktie f niet complex differentieerbaar.
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10 Lijnintegratie in het complexe vlak en de
stelling van Cauchy

10.1 Lijnintegratie

We zullen eerst definiéren wat we verstaan onder de integraal

/k 1(2) dz (56)

van een continue funktie f over een in C gelegen georiénteerde stuksgewijze
C! kromme k.

Zij U een open deelverzameling van het complexe vlak C. Onder een C*
pad of weg (in het Engels path of curve) in U verstaan we een C'! afbeelding
o : [a,b] — U (voor zekere a,b € R, a < b); d.w.z. een complex-waardige
funktie o

e zo0 dat o(t) € U voor elke t € [a, b],

die continu is op het gesloten interval [a, b],

die differentieerbaar is op het open interval |a, b|,

waarvan de afgeleide o’ continu is op |a, b[ en

e waarvoor de limieten lim,|, 0'(t) en limy, 0'(¢) bestaan.

Definitie 10.1 Zij U C C een open deelverzameling en ¢ een C! pad in U.
Voor een continue funktie f : U — C definiéren we de integraal van f over o
door

/ f(2)dz = / F (o) (t)dt. (57)

Voorbeelden.

1. Beschouw, voor reéle r > 0, het C! pad v(t) = re’, 0 <t < 7. Dit is
de bovenste helft van een cirkel met straal » en middelpunt 0. Dan is
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2.

Zij o :

voor n € N :

/Zn dz = / (,reit)nireit dt = iTn+l/ 6(n—l—l)z’t dt

,r,n-i—l n
= - =1
n+1
= 0 als n oneven, —2 als n even.
n+

Beschouw het C! pad o(t) = €, 0 < t < 2m, dat de eenheidscirkel in
positieve zin doorloopt. Dit pad ligt in C\ {0}. Voor elke n € Z is de
funktie 2™ gedefinieerd op C \ {0}. Dan is voor n # —1:

2w
/Zn ds — / jenTDit gy 1 [6(n+1)it}t:27r —0
. 0 n -+ 1 t=0

Voor n = —1 daarentegen vinden we

1 2 1 ) 2
/—dz:/ — z’e“dt:i/ dt = 2mi. (58)
o % o ¢ 0

la,b] — C een C' pad met o/(t) # 0 voor alle a < t < b. Men zegt

dan dat o een parametrisering is van de kromme

k=o([a,b]) ={z€C|eriseent € [a,b] zodat z = o(t)}.

Men noemt o(a) het beginpunt en o(b) het eindpunt van de kromme k. De
parametrisering legt ook de doorlooprichting of oriéntatie van de kromme

vast.

Wanneer h : [p, q] — [a,b] een atbeelding is zo dat

h is continu op |[a, b]
h is differenticerbaar op |p, ¢[ en de afgeleide h' is continu op |p, ¢|
h(p) =aen h(q) =b

limy ), A'(t) en limy, A/ (t) bestaan
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e 1/(t) # 0 voor alle t €]p, q|

dan noemt men de samengestelde afbeelding o o h : [p,q] — U een repara-
metrisering van de kromme k. Begin- en eindpunt en oriéntatie veranderen
niet door zo'n reparametrisering.

Vanwege de kettingregel voor differentiéren en de substitutieregel voor
integreren geldt dan voor elke open verzameling U C C die de kromme k&
bevat, en voor elke continue funktie f: U — C:

/Oh f(z)dz = /‘1 F(o(h(s))) (o 0 h)'(s)ds
= /‘1 f(a(h(s)))a'(h(s))h'(s)ds
= [ semow

- / f(2)d=.

De waarde van de integraal verandert dus niet door reparametrisering.
Het ligt daarom voor de hand om de integraal van de funtkie f over de
georiénteeerde kromme k te definiéren als

/k f(2)dz = / f(2)dz, (59)

met o een parametrisering van k. Hierbij is een waarschuwing op z'n plaats:

Waarschuwing: De notatie [, f(z)dz suggereert ten onrechte dat de
waarde van die integraal alleen athangt van het meetkundige plaatje van de
verzameling k = o([a,b]). Dat er iets meer in het spel is dan alleen het
plaatje van k£ kan men zien aan het volgende voorbeeld:

Neem de C' paden oy en oy : [0,27] — C\ {0} gegeven door oy(t) = €'
en o9(t) = €?*. Beide hebben als beeld de eenheidscirkel met positieve
oriéntatie. Bij o7 echter wordt de eenheidscirkel eenmaal doorlopen; bij oo

tweemaal. Dit verschil komt ook tot uitdrukking bij berekening van de inte-
gralen
1 27 ] ) 2w
/ —dz = / e ietdt =i dt = 2m
o1 # 0 0

1 27 ) ) 27
/ —~dz = / e 2125t dt = 22'/ dt = 41
oo % 0 0
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Voor het praktische werk moeten we het voorgaande uitbreiden tot ge-
oriénteerde stuksgewijze C'' krommen. Daartoe eerst een herhaling en uitbrei-
ding tot complex-waardige funkties van de definitie van “stuksgewijs continu
differentieerbaar” uit INF 2:

Definitie 10.2 Men zegt dat een funktie o : [a,b] — C, die is gedefinieerd
op een gesloten interval [a, b], stuksgewijs continu differentieerbaar (Engels:
piecewise continuously differentiable) is, als er in het interval eindig veel
punten ti,...,t, zijn zo dat

A<ty <te<...<th_1<t,<b

en zo dat is voldaan aan de volgende voorwaarden

e op de open intervallen |a,ti[, |t,,b] en|ti—1,t; voori=2,... nisco
een differentieerbare funktie en is de afgeleide funktie o’ continu

e de limieten im o(t), im o (t), im o(t), im o (t) en

. . / . . / -
lltllrga(t), ltllrt?a(t)’ ltlTItIilU(t), ltlTrtrilU(t) voor i=1,...,n

bestaan (als complexe getallen).

De punten tq,...,t, zullen we de uitzonderingspunten noemen.
Wanneer de funktie o : [a,b] — C, continu en stuksgewijs continu diffe-
rentieerbaar is, geldt naast het bovenstaande nog:

o ltlgl o(t)=o0(a), ltlTngl o(t) =o(b) en

li =i =1,...,n.
lim o(t) lim o(t) voori=1,...,n

Definitie 10.3 Zij U een open deelverzameling van het complexe vlak C.
Met een pad of weg in U bedoelen wij in dit diktaat steeds een continue
stuksgewijs continu differentieerbare funktie o : [a, b] — C (voor een of ander
gesloten interval [a,b]) zo dat o(t) € U voor alle ¢ € [a, b].

Met kromme in U bedoelen we dan de beeldverzameling k = o([a, b]) van
een pad in U en we zegen dat de kromme £k wordt geparametriseerd door o.
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Een kromme k£ is dus een vereniging
k=kyUkiU..Uk,

van eindig veel georiénteerde C! krommen waarbij steeds het eindpunt van
k; samenvalt met het beginpunt van k;i;; inderdaad met de voorgaande
notaties is

ko=o(la,t1]), kn=0([ts,b]) k;=0([t;,tj41]) voor j=1,....,n—1.

Is f een op U gedefinieerde complexwaardige continue funktie, dan definiéren
we de (lijn)integraal van de funktie f langs de kromme k door

[z = [ s (60)
:L/}@@mwm+lﬁﬂdma@m+m

.”+["ﬂdma@m+[fw@wﬁw
= : f(z)dz + i f(z)dz+...+/k f(z)dz + f f(2)dz.

Ook nu moet men wat betreft de notatie | . f(2)dz de voorgaande waarschu-
wing in de gaten houden.

Tot slot nog twee termen:
Als het beginpunt en het eindpunt van een kromme k samenvallen zegt men
dat k een gesloten kromme is. Als k geen zelfdoorsnijdingen heeft, zegt men
dat k een enkelvoudige kromme is (‘simple curve’ in het Engels) .

Voorbeeld. Neem het pad o : [0,1] — C gegeven door

—243t(2 —1) als 0§t§%
ot)={ —i+(Bt—1)(2+2i) als 1<t<?
2+i—(3t—2)(4+1i) als §<t<1

Dit pad parametriseert de positief (= tegen de wijzers van de klok) ge-
oriénteerde driehoek met hoekpunten —2, —i, 2 + i.
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2+1

We geven nog twee nuttige eigenschappen van de lijnintegraal.

Stelling 10.4 Zij f : U — C een continue funktie op een open verzameling
U c C. Veronderstel dat f op U een primitieve F heeft; d.w.z. dat er een
complex differentieerbare funktie F' : U — C is zo dat F' = f. Dan is voor
elke kromme k in U

[ 1)z = F (o) - Fla) (61)
k
waarbij a resp. (3 het begin- resp. eindpunt van k is.

Bewijs: Eerst splitsen we de kromme £ in eindig vele stukken k; die elk een
parametrisering 7; : [a;, a;+1] — C toelaten. Voor elke i geldt dan

i1 @41
/ f(z)dz = / fOa(®)vi(t)dt = / Fi(y(t) (t)dt
k; a; a;
Qit1
= [ F et = Fluesn)) - Fou(an)
Formule (61) volgt hieruit, omdat [, f(2) dz =3, [, f(2) dz. |
Stelling 10.5 Zij f : U — C een continue funktie op een open verzameling

U c C. Zij k een kromme in U. Veronderstel dat er een reéel getal M > 0

is zo dat:
1f(z)] <M voor elke z € k.

1 ez
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met (k) = lengte(k) = f; |7/ (t)|dt voor een parametrisering ~y : [a,b] — U
van k.

Bewijs: Eerst splitsen we de kromme k£ in eindig vele stukken k; die elk een
parametrisering 7; : [a;, b;] — C toelaten. Voor elke i geldt

/k ) d

Wegens [, f(z) dz =3, [, f(z) dz volgt hieruit

/kf(z) dz Szi:‘/kif(z)dz

[ s ol < [ il an = s

<> Mi(k;) = MI(k).

10.2 De stelling van Cauchy

Zij B een begrensde open deelverzameling van R? met een stuksgewijze C*
rand 0B. In een dergelijke situatie zullen we steeds veronderstellen dat 0B
voorzien is van de geinduceerde oriéntatie: dat is de oriéntatie die wordt
gekenmerkt door het feit dat iedere georiénteerde raakvector aan 0B over
een hoek +%7r gedraaid moet worden om tot inwendige normaalvector over
te gaan. In deze situatie geldt:

De Stelling van Green (zie Marsden&Tromba Vector Calculus)

Schrijf B voor de afsluiting BUOB van B. Veronderstel dat P en Q continu
differentieerbare (reéel of complexwaardige) funkties op een open omgeving
van B zijn; d.w.z. op een open deelverzameling van R? die B bevat. Dan is

(Pdx + Qdy) = oQ _op dzdy.
oB g \O0r Oy

We gaan dit resultaat vertalen naar complexe funkties, d.w.z. complex-
waardige funkties van een complexe variabele. Daartoe identificeren we

R? < C, (2,9) < z=z+1y.
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Beschouw nu een continu differentieerbare funktie f : U — C, gedefinieerd
op een open omgeving U van B. De rand 0B van B is een kromme in U.
Dan is, met P(z,y) = f(z +1y) en Q(z,y) = if(x +iy),

f(z)dz = /aB(P(x,y)derQ(x?y)dy)

L)

De Cauchy-Riemann vergelijkingen (55) komen neer op

orP  0Q

oy Oz
Zo leidt de combinatie van de Stelling van Green en de Cauchy-Riemann
vergelijkingen tot het onderstaande Stelling van Cauchy. Een bewijs van
deze Stelling van Cauchy via de Stelling van Green werkt alleen onder de
extra veronderstelling dat de afgeleide f’ continu is. Toch is de stelling ook
correct zonder die extra veronderstelling, d.w.z. in de formulering hieronder
(zie bijvoorbeeld appendix B in het boek Function theory of one complex
variable van R. Greene en S. Krantz)

0B

Stelling 10.6 (Cauchy). Zij B C C een begrensde open verzameling met
stuksgewijze C* rand OB. Dan geldt voor iedere ' complex differentieerbare
funktie f gedefinieerd op een open omgeving van B dat

f(z)dz=0.
oB

Deze stelling dient met de nodige zorgvuldigheid gehanteerd te worden,
zoals blijkt uit het volgende voorbeeld. De funktie 27! is complex differenti-
eerbaar op de open verzameling U = C\ {0}. Het pad o(t) =", 0 <t <27
beschrijft de positief georiénteerde eenheidscirkel in het complexe vlak. Dit
is de rand 0B van de (open) cirkelschijf B = {z € C| |z| < 1}. We hebben

al eerder berekend dat
/ 27 Yz = 2mi.

Dit resultaat is niet in strijd met de Stelling van Cauchy, omdat de afsluiting
B ={z¢€ C||z| <1} van B niet geheel in U ligt.
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Het bewijs van de volgende stelling laat zien hoe men in soortgelijke
situaties de Stelling van Cauchy wel met succes kan toepassen.

Stelling 10.7 (De integraalformule van Cauchy). Zij B C C een begrensde
open verzameling met stuksgewijze C* rand B en zij o € B. Dan geldt voor
iedere complex differentieerbare funktie f gedefinieerd op een open omgeving
U van B dat

() dz =2mif (). (62)

9B 7 — &

Bewijs: Kies een € > 0 zo dat de afsluiting D(«, €) van de open schijf
D(a,e) ={z€C||z—a|] <€}

geheel binnen B ligt (dit is mogelijk, omdat B open is). We schrijven 7, voor
de (georiénteerde) rand van D(q,€) en we noemen A = B\ D(a,€).

f(2)

De funktie is gedefinieerd op de open omgeving U \ D(a,¢/2) van A

Z—Q

102



en is daar complex differentieerbaar. Dus is volgens Stelling 10.6

(2) dz = 0.
oA < — &

De georiénteerde kromme 0A is de vereniging van de georiénteerde krommen
OB en —, (de kromme die uit 7, verkregen wordt door de oriéntatie om te
draaien). Dus is

(2) dz = (2) dz —/ /() dz .

gA % — oB % — -«

We zien
—f(z) dz = (2) dz .

9B 2 — b BT

De kromme 7, wordt geparametriseerd door v.(t) = a + ee, (0 <t < 2m).
Met deze parametrisering rekent men gemakkelijk na dat

(@)

Z—
€

dz = f(a) A ! dz = f(a) /027r glitiee”dt = 2mif(a).

~ z—

Uit de laatste twee vergelijkingen zien we:
[ fe=tel,
A

v (f(a + ee) — f(a)) idt
J i

(2) dz —2mif(«)

oB = — &

IN

/Oﬂ‘f(ajLeeit)—f(a)‘dt
< 27 max }f(a+eeit)—f(a)}.

0<t<2m

Deze afschatting blijft behouden als we € naar nul laten naderen. Het rech-
terlid, en daarmee ook het linkerlid, gaat in dat geval naar 0. Hiermee is de
gelijkheid (62) bewezen. [ |
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11 Machtreeksontwikkelingen van complex
differentieerbare funkties

Laat U een open deelverzameling van C zijn. Een funktie f : U — C heet
analytisch (of holomorf) indien voor elk punt o € U een in U gelegen open
cirkelschijf D met middelpunt « bestaat zo dat f op D gegeven wordt door

een machtreeks:
f(2) =) an(z—a)"

n>0

met a, € C.

In Stelling 1.7 hebben we bewezen dat iedere analytische funktie complex
differentieerbaar is. Met behulp van de integraalformule van Cauchy zullen
we nu bewijzen dat het omgekeerde ook waar is.

Stelling 11.1 Laat f een complex differentieerbare funktie zijn, gedefinieerd
op een open verzameling U C C. Zij a € U en zij D een open cirkelschijf met
middelpunt « waarvan de afsluiting D nog in U ligt. Dan geldt voor elke
z€ D:

f(z) =) an(z = )" (63)
n=0
met coéfficiénten gegeven door:

a, = 1 Lw)dw. (64)

T 27 Jop (w — )t

Bewijs: Fixeer z € D. Dan geldt op grond van de integraalformule van

Cauchy dat:
1 (w)
J(2) = 20 Jop w — zdw' (65)

We gaan de integrand van (65) in een reeks ontwikkelen. Om te beginnen
hebben we voor w € 9D:

=
w-z 155
_ 1 Z— o (z — a)? (z—a)N



met

R () = <z—a)N+1 1

w— w—z

Wanneer we dit substitueren in (65) vinden we

f() v (w)dw

27rz
met a,, als in (64). Schrijf p voor de straal van de cirkel 0D. Dan is

o [ swn <w>dw'

< —/ w)| dw

f(w)

N+1
|z —al
< p max ;
P weID |W — Z

voor de laatste ongelijkheid is o.a. gebruikt dat |{w —a| =pen |w—z| #0
voor alle w € D. Omdat |z — a| < p is, is

We concluderen

N
lim | f(2) —X_%ancz—a) =0.
Hiermee is Formule (63) bewezen. [

Gevolg 11.2 Zij f een complexwaardige funktie gedefinieerd op een open
deel U van C. Dan zijn de onderstaande uitspraken equivalent.

a. f is complex differentieerbaar op U.

b. f is analytisch op U.
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Bewijs: De implicatie (b) = (a) is een direkt gevolg van Stelling 1.7. Om
in te zien dat de omgekeerde implicatie (a) = (b) ook geldt beschouwen we
een punt a € U. Omdat U open is, is er een p > 0 zo dat de afsluiting van
de schijf D(«, p) bevat is in U. De funktie f heeft wegens de bovenstaande
stelling dus een machtreeksontwikkeling op die schijf. [

Opmerkingen. In het bijzonder zien we dat een complex differentieerbare
funktie f : U — C willekeurig vaak complex differentieerbaar is op U (gebruik
Gevolg 1.8). In Gevolg 1.8 zagen we dat de coéfficiénten a,, van de reeks
(63) unick bepaald zijn door de formule (5). Combineren we dit met het
bovenstaande dan blijkt dat

Ay = ") _ i/ (Ldz (66)
oD

n! 2mi z — )"t

voor iedere cirkelschijf D met middelpunt o waarvan de afsluiting in U ligt.
In het bijzonder is dus de integraal in (66) onafhankelijk van de keuze van
D, zolang maar geldt D C U. We zien dus:

De convergentiestraal van de machtreeks (63) is groter dan of gelijk aan de
afstand van « tot de rand OU wvan U.

Voorbeeld. De funktie g(z) = 1= is gedefinieerd en complex differentieer-
baar op de open verzameling U = C\ {—i,i} (gebruik Stelling 9.2 om dit in
te zien). De rand van U bestaat slechts uit de twee punten +i. Zonder enige
berekening uit te voeren concluderen we nu dat g op de schijf {z € C||z| < 1}

gegeven wordt door de convergente machtreeks

> ()'g(0)2". (67)

In het bijzonder heeft deze machtreeks convergentiestraal minstens 1. We
zouden de machtreeks kunnen bepalen door g(”)(O) te berekenen voor elke
n € N. Het is in dit geval echter gemakkelijker om z? = —w te substitueren
en de bekende reeksontwikkeling voor (1 —w)~! te gebruiken. Dit levert:

1422

LS (e (4 < 1), (68)
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De ongelijkheden van Cauchy. We sluiten deze paragraaf af met en-
kele interessante gevolgen van Stelling 11.1. Laat f analytisch zijn in het
gehele complexe vlak. Een dergelijke analytische funktie heet ook wel geheel.
Volgens formule (66) hebben we
™0 1
M0 _ 1 1e

n! 271 Jy,, 2"

waarin ki de positief georiénteerde cirkel met middelpunt O en straal R is.
De formule is geldig voor iedere waarde R > 0. Is Mg het maximum van
|f(2)] op kg, dan is (vgl. Stelling 10.5)

f™(0) 1 Mr Mg
<92 ==,
— 271' ﬂ—RRn-l-l Rn

o (69)
Deze schattingen voor de coéfficiénten van de machtreeks van f rond 0 staan
bekend als de ongelijkheden van Cauchy. Een direkt gevolg is:

Stelling 11.3 (Stelling van Liouville.)
Een begrensde gehele analytische funktie is constant.

Bewijs: Zij f een gehele analytische funktie die begrensd is, d.w.z. er is
een constante M > 0 zo dat |f(z)| < M voor alle z € C. Uit de Cauchy
ongelijkheden volgt nu dat |(n!)~* f™(0)] < MR voor elke n en elke R > 0.
Door de limiet te nemen voor R — oo concluderen we dat f(™(0) = 0 voor
alle n > 1. Hieruit volgt dat f(z) = f(0) voor alle z € C. |

Een fraai gevolg van de stelling van Liouville is het volgende resultaat,
dat bekend staat als de Hoofdstelling van de Algebra.

Gevolg 11.4 Ieder niet constant polynoom heeft tenminste één nulpunt in
het complexe viak.

Bewijs: Beschouw een polynoom f(z) = ag + a1z + a22® + ... + a,zP. Ver-
onderstel dat f(z) # 0 voor alle z € C. We zullen aantonen dat deze ver-
onderstelling tot een tegenspraak leidt. Uit de veronderstelling volgt dat de
funktie g(2) = f(z)' gedefinieerd en complex differenticerbaar is op hele
complexe vlak C. Door te schrijven

9(2) = !

2P la, + ap_127t + ...+ agz7?)
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zien we dat g(z) — 0 als |z| — oo. Er bestaat derhalve een R > 0 zo dat
lg(2)] < 1 voor alle z met |z| > R. Anderzijds is g continu en derhalve
begrensd op de gesloten en begrensde verzameling {z € C; |z| < R}. We
concluderen dat g een begrensde gehele analytische funktie is. Wegens boven-
staande stelling van Liouville is g, en daarmee ook f, constant. Tegenspraak,
want gegeven was dat f niet constant is. [ |

Als een complex analytische funktie f het punt o € C als nulpunt heeft,
dan is de machtreeksontwikkeling van f rond o van de vorm

fz2) =) b(z—a)f, (70)

met m > 1, en b,, # 0. Het getal m heet de multipliciteit van het nulpunt a.
Schrijven we

9(2) = > biim(z — )t
k=0
dan is g analytisch rond «, terwijl g(a) # 0, en

f(z) = g(2)(z — )™ (71)

Omgekeerd geldt: als we f kunnen schrijven als (71) met g analytisch rond
0 en g(a) # 0, dan is « een nulpunt van f met multipliciteit m.

We beschouwen nu weer een polynoom f van de graad n > 1. Dit poly-
noom is niet constant, heeft dus een nulpunt «. Zij m de multipliciteit van
dit nulpunt. Dan breekt de machtreeks van f rond « af na de n—de macht
(immers de hogere afgeleiden van f verdwijnen, gebruik nu (66)); derhalve is
de funktie g in de ontbinding (71) een polynoom van de graad n — m. Door
nu dezelfde redenering toe te passen op g enzovoorts, zien we in:

leder polynoom f van de graad n > 1 is te schrijven als produkt van lineaire
factoren

£(2) = A T] (= =™

met A € C, ay,...,ap verschillende complexe getallen, my,...,m; € N en
mi—+...+mg=n.

De oj (j = 1,...,k) zijn uiteraard de wortels van het polynoom, de
constanten m; zijn hun respectievelijke multipliciteiten.
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12 Laurentreeksen

Onder een Laurentreeks verstaan we een reeks van de vorm

o0

f()= ) an(z—a) (72)

n=—oo

met « € C, a, € C (n € N) vast gegeven en met z een complexe variabele.
Per definitie convergeert de reeks (72) precies dan als beide reeksen

Z an(z —a)", Z a_pm(z—a)™™ (73)

convergeren. De vraag is nu voor welke z € C de Laurentreeks convergeert.
Daarvoor kijken we naar de convergentie van de machtreeksen:

i au™ i a_mo™ (74)
n=0 m=1

met u en v complexe variabelen. Door substitutie u = z — «, respectievelijk

v= (2 — a)”!, gaan deze machtreeksen immers over in de reeksen in (73).
Zij Ry de convergentiestraal van de eerste en R; de convergentiestraal van

de tweede machtreeks in (74). Dan leiden we uit het bovenstaande direkt af:

a. de reeks (72) convergeert voor z € C met R{* < |z—a| en |z—a| < Rs.
b. de reeks (72) divergeert voor z € C met |z —a| < R{" of |z — a| > R,.

In het bovenstaande laten we toe dat Ry en/of Ry o0 is; daarbij interpreteren
we oo~ ! dan als 0. Ook R; = 0 mag; dan is 07! = ooc.

Als R{' > R, dan volgt uit het bovenstaande dat de reeks (72) nergens
convergeert. Is Ry’ = R, dan zijn er mogelijkerwijs punten waar de reeks
convergeert. Die moeten dan alle op de cirkel |z — o] = Ry liggen.

In het vervolg veronderstellen we dat R;' < R,. We schrijven r = R;"
en ry = Ry. Uit de bovenstaande conditie (a) volgt dan:

De Laurentreeks > -

n=—oo

a,(z — )™ convergeert op het (open) ringgebied

G={z€C|r <|z—a| <r}. (75)
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De Engelse term voor ringgebied is annulus. Men noemt r; de binnen-
straal en ro de buitenstraal van het ringgebied. Merk op dat r;' = R; en
ry = Ry de convergentiestralen zijn van de gewone machtreeksen » > a,u”
en y > a_p,v™. Die zijn veelal te berekenen met Stelling 1.4.

Stelling 12.1 Veronderstel dat de Laurentrecks (72) convergeert op het
ringgebied
G={ze€C|r <|z—a| <ry}.

Dan is de funktie

f(2)= ) an(z—a)" (76)

complex differentieerbaar op G.
Bovendien geldt voor iedere positief georiénteerde in G gelegen cirkel k
met middelpunt o dat
1
ap, = — ﬂ dw (77)

-2 Ji (w — a)nt?
voor elke n € 7.

Bewijs: We beschouwen weer de machtreeksen (74). De eerste machtreeks
convergeert voor u met r; < |u] < 79 en heeft dus een convergentiestraal
minstens 73. De tweede machtreeks in (74) convergeert als r, ™! < |v| < 77!
is en heeft dus een convergentiestraal minstens r;*. Schrijf

g(u) = ianu" , h(v) = i a_p o™
n=0 m=1

voor de door deze machtreeksen gegeven analytische funkties. Dan is
f(z)=g(z—a)+h((z—a)™) voor z € (.

Omdat g(u) en h(v) en ook de substituties u = z—a en v = (z—a) ™! complex
differentieerbare funkties zijn, is ook f een complex differentieerbare funktie.

We bewijzen nu de formule (77). Laat r de straal van de cirkel k zijn en
laat ¢; en ¢y de positief georiénteerde cirkels met middelpunt O en straal r
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1

resp. 7 zijn. Dan is
1 f(w) _ 1 / glw—a) | h((w—a)™)
27 Jy, (w —a)ntl dw = 27 J, \(w — o)t * (w — a)ntt dw
_ 1 —n—1 L n—1
= 5 Clg(u)u du + omi ). h(v)v"™ " dv

Volgens Stellingen 10.6 en 11.1 is voor n > 0
1

- ; gwu " tdu = a,
L [ by tae = 0
— V)V vo=
27t .,
en voor n = —m < 0
1 (wyu""tdu = L (w)u™ " du =0
ori ), 7 = omi )Y -
1 _ 1 h(v)
il h n=lgy = dv=a_,, =a,.
271 /C2 (v)0 ! 20 ), vt vea ¢
Aldus blijkt voor elke n € Z Formule (77) te gelden. |

De voorgaande stelling zegt dat een Laurentreeks op een bijpassend ring-
gebied een analytische funktie geeft. Het onderstaande stelling zegt dat om-
gekeerd iedere op een ringgebied gedefinieerde analytische funktie f in een
Laurentreeks te ontwikkelen is.

Stelling 12.2 Zij f een analytische funktie op het ringgebied
G={z€C|r <|z—a|] <ry}. Dan geldt voor alle z € G dat

f2)= ) an(z—a)" (78)

n=—oo

met coéfficiénten

Ll [ fw)

TV ATEN i

Hierin mag voor k iedere (positief georiénteerde) cirkel met middelpunt « en
straal r €]ry, ro| genomen worden.
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Bewijs: We fixeren een willekeurig punt z € G. Kies daarbij p; en py zo
dat 1 < p1 < |z — a] < py < 19. Laat ky en ko de positief georiénteerde
cirkels zijn met middelpunt « en stralen p; resp. ps. Kies € > 0 zo klein dat
de afsluiting van de cirkelschijf D, = {w € C| |w—z| < €} in het ringgebied
G(p1,p2) ={w € C| p1 < |w—al < po} ligt.

We beschouwen nu de begrensde open verzameling

B = G(pla P2) \ﬁe
(w)

B heeft georiénteerde rand 0B = ky U —k; U —0D,. De funktie w +— ==

is analytisch op een open omgeving van B. Met behulp van Stelling 10.6
concluderen we door integratie over B dat

fw) S W)

k2w—z klw—Z aDew—Z

~

dw = 0. (80)
Wegens Stelling 10.7 is de derde integraal gelijk aan 27if(z). We vinden
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derhalve dat

fw) , [ fw)
2mi , W —2 271 Jp, W — 2

f(z) =

De eerste integraal behandelen we als in het bewijs van Stelling 11.1. Dit is
mogelijk omdat |w — a| > |z — a| voor alle w € ko. Dus is

(81)

f
27m Zanz—a

ko W

met

1 f(w)
271 Jy,, (w — o)l
De tweede integraal kan volgens dezelfde methode worden behandeld, behalve
dan dat we nu moeten uitgaan van |w — «| < |z — «a| voor alle w € ky. Hier
zijn de details: Om te beginnen hebben we voor w € k;:

1

dw.

Ap —

1 _ z—a
Z2—w ==
1 w—a  (w—a)? (w— )N
= (Z_a)2+ G a) +..F (o =y + Ry(w)
met N+1
1
RN(UJ) = (w a) .
z—« z—w
Hieruit volgt
f N+1
_% kl Za_ z—a) 27T’L f( YRN(w)dw
met ]
m—1
o= 5 [ S =)™
Dus is
L[ fw) o |
_%/klw_zdw—n;a_m(z—a) = |5 f( YRy (w)dw
< o [ 1) Baw)] du
, o N+lmaX M
=P \Jz = q weky |z —w |’

113



voor de laatste ongelijkheid is o.a. gebruikt dat |w —a] = p; en |w — z| # 0
voor alle w € ky. Omdat |z — a| > py is, is

N+1
hm< ! ) — 0.
N—oo \ |2 — ¢f

N+1
_L. f(w> dw — Za—m(z . a)—m

270 Ji, W — 2

We concluderen

=0.

Alles bij elkaar hebben we nu bewezen dat de funktie f op het ring gebied G
wordt gegeven door de Laurentreeks

[ =3 auz—a)

n=—oo

L1 [ fw)
%—%L@:Wﬂw

waarbij C' = ko alsn > 0en C' =ky als n < 0.

Om de stelling volledig te bewijzen moeten we nog laten zien dat men in
deze integralen ook C' = k kan nemen, waarbij k een willekeurige cirkel is
met middelpunt « en straal r €]r, ro[. Het gebied G is een open omgeving
van de afsluiting van het ringgebied begrensd door k£ en &y c.q. door k en k.
Voor elke n € Z is de funktie w +— @ S (a“;,)lﬂ analytisch in het ringgebied G.
Daarom is volgens Stelling 10.6

en net zo met kg i.p.v. k. [ |

met coéfficiénten

Formule (79) is van groot belang. De formule wordt meestal gebruikt
niet om de coéfficiént van de Laurentreeks te berekenen m.b.v. een integraal,
maar om de integraal te berekenen m.b.v. de coéfficiént van de Laurentreeks.

In de praktijk zijn er vaak handige methoden om voor een gegeven ana-
lytische funktie op een ringgebied de Laurentreeksontwikkeling te bepalen.
We geven enkele voorbeelden.
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Voorbeelden.

1. De funktie (1 + 2?)7! is analytisch op het ringgebied |z| > 1, en heeft
daar dus een convergente Laurentreeksontwikkeling, die we als volgt
kunnen vinden:

L1 1 y_1 1 1
1422 22 14+ 5 R

2. De funktie (1+22)~! is ook complex differentieerbaar in het ringgebied
0 < |z — 1| < 2. De Laurentreeks in dat ringgebied vinden we als volgt:

1 11 1
1422 2i|lz—i 2414

- zlz[zlzzlz@jlzz]
_ %(z—i)_ljtiz:(%) (2 — i)

Het kan ook anders: we schrijven z —i = w ofwel z = w+1, en er komt:

1 1
1+ 22 2iw(1+§)
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13 Singuliere punten en residuen
Een gereduceerde omgeving van een punt o € C is een gebied van de vorm
U={z€C|0<|z—a] <€} (82)

met € > 0. Wanneer f een analytische funktie is, gedefinieerd in zo'n gere-
duceerde omgeving U van «, zegt men dat « een geisoleerd singulier punt
van de funktie f is.

Uit Stelling 12.2 (met r; = 0 en 75 = €) blijkt dat f in U in een Laurent-
reeks te ontwikkelen is:

f(z)= Z an,(z—a)"  voor zeU. (83)
Er zijn nu twee mogelijkheden:

1. Er geldt a,, # 0 voor oneindig vele n < 0. In dit geval noemen we «
een essentieel singulier punt van f.

2. Eris een k € Z zo dat a,, = 0 voor elke n < k. In dit geval kunnen we
de reeks (83) schrijven als:

f(z) = aw(z— )"+ api1(z — ) 4.
=Yt —a) (84)
= (2—a)f(2) (85)

De machtreeks Y7 an4x(z — )™ convergeert voor z € U en heeft dus
een convergentiestraal minstens €. De door die machtreeks gedefini-
eerde funktie ¢ is daarom analytisch op de schijf {z € C| |z — a| < €},
inclusief a.

Is £ > 0, dan is f zelf voort te zetten tot een analytische funktie op
{z € C||z — a| < €} van « door te definiéren f(a) = ag. We zeggen in
dit geval dat a een ophefbare singulariteit is.

2 4

Voorbeeld: % =1—% + % ... heeft in 0 een ophefbare singulariteit.
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Als k> 0isen a; # 0, dan is f(a) = 0 en zeggen we dat de funktie f
in o een nulpunt heeft van orde k of van multipliciteit k .

Als k < 0is en a; # 0, dan zeggen we dat de funktie f in het punt «
een pool van orde —k heeft.
In dat geval kan er geen funktiewaarde f(«) worden gedefinieerd.

Definitie 13.1 Laat o € C een geisoleerde singulariteit zijn van een funktie
f, die gedefinieerd en analytisch is op een gereduceerde omgeving U van a.
De coéfficiént a_; van (2 —«)~! in de Laurentreeks (83) noemt men het residu
van f in «; notatie Res, (f). Dus:

Res, (f) == a_;.

Voorbeelden.

1. De funktie 22 heeft een pool van orde 2 en residu 0 in 0.

2. De funktie f(z) = e* is analytisch op C\ {0} en heeft daar een Lau-
rentreeksontwikkeling:

1
eizl—}—z_l—i—gz_Q—i—....

Het punt z = 0 is derhalve een essentiéle singulariteit en er geldt
Reso (f) = 1.

3. We beschouwen de funktie (1 + 2%)~! rond het punt z = 4. Uit de in
Hoofdstuk 12, Voorbeeld (2) gevonden Laurentreeks lezen we af dat

1 1

Resi(i02) =5

Het is echter niet noodzakelijk eerst de gehele Laurentreeks te bepalen.
Een snellere methode is de volgende: de funktie (z+4)~! is analytisch in
een volle omgeving van z = i en heeft dus een machtreeksontwikkeling

LS i (86)

z4+1
n
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Hieruit volgt dat
1 1

_ _ -l
52 Goiery e A
en we zien dat ]
Resi () =00

zodat we slechts ag hoeven te bepalen. Invullen van z = i in (86) levert
ag = (2Z>_1

. We beschouwen de funktie f(z) = (1 + 2?)"!cosz. Deze funktie is
overal analytisch, behalve in de punten ¢ en —i. We beschouwen eerst
het geisoleerde singuliere punt —i. De funktie (z—i) ! cos z is analytisch
in z = —i en heeft dus een machtreeksontwikkeling ag + a1(z +14) + ...
in een volle omgeving van dit punt; hierin is ag = —(2¢)~! cos(—i) =
1i(e+e7'). Derhalve is

1422 2+

COS 2 1 <cosz

) = +i) T+
Z_Z) ag(z +1)

Het punt —i is dus een pool van de orde 1 van f en
i -1
Res_; (f):Z(e—i—e ).

Op soortgelijke wijze zien we in dat i een eerste orde pool van f is. Het

residu is:
CoS 2

zZ4+1

Res, () - | }m:—gwwﬂ.

. We beschouwen de funktie f(z) = [(e* — 1)sinz]™! rond z = 0. Eerst
merken we op dat

1 1 1 1 1
(ez—l)sinz:(z+§z2+623+ﬁz4+...)(z—623—1-@,25—...)
= 2%g(2)
met
1 1 1 1 1
— (Aot =B )1 — =2 —2t
g(2) (+2z—|—6z toe )( 5% 11307 )
L
= 55" 517 T
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De funktie g(z) is analytisch in een volle omgeving van z = 0. Omdat
g(0) =1 # 0 is, is de funktie h(z) = g(z)~' ook analytisch in een volle
omgeving van 0 en heeft daar een machtreeksontwikkeling

1 1 1 1 2
hz) = 1—(=2— —2+... V. ST
(2) <2z i )+(2z il )

T R
= sEt g F Tt
Nu is h2) . -
i
f(z) = 5 = 52ty Tt
Dus heeft de funktie f in z = 0 een tweede orde pool. Het residu van
fin 0 is:
1
Reso(f):—i.

Overigens hebben we in de voorgaande voorbeelden enige extra oefening
in rekenen met machtreeksen ingebouwd. Niet al dat rekenwerk was strikt
nodig om het residu te bepalen. Maar zelfs als we de reeksen niet verder
bepalen dan strikt noodzakelijk, dan nog is dit niet altijd de meest praktische
methode voor het berekenen van residuen. Wel praktisch is het volgende.

Lemma 13.2 Laat f een funktie zijn die gedefinieerd en analytisch is in een
gereduceerde omgeving U van het punt «.. Stel we hebben (door na te denken
of door wat te proberen) een positief geheel getal p gevonden zo dat

lim(z — )’ f(2) bestaat (als complex getal) en niet 0 is.

z—Q

Definieer de funktie g op de volle omgeving V = U U {«a} van a door

9(z) = (z—a)?f(2) voor z €U
gla) = lim(z—a)’f(2)
Dan geldt
1. f heeft in o een pool van orde p.

2. g is een analytische funktie op V
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=1 (q
Res, (1) = 1)

met g®~V de (p — 1)-ste afgeleide van g.

Bewijs: Het is duidelijk dat g een analytische funktie is op U. Dus heeft ¢
een Laurentreeksontwikkeling

9(z) = 3 bulz — )"

met coéfficiénten .
oo L[ 9
211 Ji, (2 — a)ntl

waarbij k£ een voldoend klein positief georiénteerd cirkeltje om « is, met straal
r. Voor n = —m < 0 is dan

b = |m / 9(2)(z — o)™ dz

271

< m
< r™max|g(z)|

Omdat lim,_,, g(z) bestaat en m > 0 is, is

lim r™ max |g(2)] = 0.
Zo zien we b, = 0 voor elke n < 0. De Laurentreeks van de funktie ¢ is dus
in feite een machtreeks, die convergeert op de hele omgeving V' van «. Dit
bewijst dat g een analytische funktie is op V
Uit het voorgaande zien we bovendien dat de Laurentreeks van f wordt
gegeven door

1O = (2 =Sz — )" = 3 byl —a)

waarbij de coéfficiént van (z — a) P is by = g(a) = lim,_o(z — a)P f(2) # 0.
We zien dat f in a een pool heeft van orde p.
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Verder blijkt
9¥ V()

Res, (f) = b1 = W

|
We bekijken enkele van de voorgaande voorbeelden nog eens in het licht
van Lemma 13.2.

Voorbeelden.
1. De funktie in de buurt van z = i: Vanwege
1+ 22
1 1
5 P S _ 1
in(z =i =M =5

heeft de funktie

T een pool van orde 1 en is
z

1 - 1 1
1+227 z+id|_, 2

1

Res; (

2. De funktie f(z) = [(e* — 1)sinz|™! in de buurt van z = 0:

We kennen de standaardlimieten

lim =1
z—0 z

. sinz

lim = 1
z—0 Zz

Daarmee leiden we af

z

lim 22 f(z) = lim - lim =1

2—0 z—0e* —1 2—0sinz

We zien dat f in 0 een pool heeft van orde 2 en

Reso (f) = 4'(0)

waarbij de funktie g wordt gegeven door g(z) = z2f(2) voor z # 0 en
g(0) = 1. Uitgaande van de definitie van afgeleide in 0 vinden we:

0) = Tim > > 1
= 1m — _— =
g =0z \ (e —1)sinz
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Conclusie: Resy (f) = —%.
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14 De residuenstelling

Een van de hoogtepunten van de complexe funktie theorie is de Residuen
Stelling van Cauchy. We zullen nu eerst deze stelling formuleren en bewijzen
en vervolgens een aantal voorbeelden van de nuttige toepassingen van deze
stelling geven.

Stelling 14.1 (De residuenstelling van Cauchy.)
Gegeven zijn:

e cen begrensde open verzameling B C C met stuksgewijze C! rand OB
e cen (eindig) aantal punten o, ..., in B
e cen open verzameling U C C die de afsluiting B van B bevat

e cen funktie f die gedefinieerd en analytisch is op U \ {ay, ... am}

Dan is

i f(2) dz = 2mi Z Resa, (f). (87)

Bewijs: Voor ieder punt «; kunnen we een open cirkelschijfje D; nemen
met middelpunt «; zo dat de afsluiting D; nog geheel in B ligt en zo dat
verschillende gesloten schijfjes niet overlappen: D; N D; = ) als j # [.
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Neem

Q=B\(D;UD,U...UD,,)
De georiénteerde rand van (2 is

090 = 9B U (—0D;) U. ..U (—dD,,)

en de afsluiting Q2 is geheel bevat in U \ {a, ...}
We kunnen Stelling 10.6 toepassen en vinden

f(2)dz=0
a0
en dus .
dz = dz. 88
8Bf(Z) z ; 8Djf(Z) z (88)

Elk van de integralen in het rechterlid kan m.b.v. Formule (79) en Definitie
13.1 worden geschreven als:

(2) dz = 2mi Resq, (f).
oD,

Hiermee is de Residuen Stelling, d.w.z. Formule (87) bewezen. |

De rest van dit hoofdstuk bestaat uit voorbeelden van toepassingen van
de Residuen Stelling. Een integraal van de vorm [, f(z) dz als in de stelling
noemt men een contour-integraal. Integralen die met de Residuen Stelling
kunnen worden uitgerekend hebben vaak niet meteen al de vorm van een
contour-integraal. De eerste stap in de toepassingen is dan ook om in te zien
dat een gegeven integraal kan worden omgezet in een contour-integraal (een
vaardigheid die men leert door veel te oefenen). Bij oneigenlijke integralen
moet men meestal een gegeven oneigenlijke integraal zien als een limiet van
contour-integralen. De tweede stap is om de benodigde residuen te bereke-
nen. Bij limieten van contour-integralen is meestal nog een derde stap nodig
waarbij een gedeelte van de contour-intgeraal wordt afgeschat en wordt aan-
getoond dat dit gedeelte in de limiet 0 wordt (ook een vaardigheid die men
leert door veel te oefenen).
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Voorbeelden.

1. Als eerste toepassing beschouwen we de integraal

/2# dQO .
0 a+sing’

voor een reéel getal a > 1. Omdat —1 < sinp < 1 is, is de integrand
gedefinieerd en continu op het gesloten interval [0,27]. Schrijven we
2z = e, dan is

dp 24 dz 2dz
a+sing \2ia+z— 2!

iz 224 2iaz—1

Dus blijkt I om te schrijven naar een contour-integraal

/27r dy _/ 2dz
o a+sing Jp 224 2iaz—1

met k de positief georiénteerde eenheidscirkel met middelpunt 0, gepa-
rametriseerd door o : [0,27] — C, () = €¢.

De noemer z? 4 2iaz — 1 in de bovenstaande integrand heeft wortels

a; = —i(a —va? —1) en as = —i(a + Va? — 1). Merk op dat
ol =a+Va>—-1>a>1
en |aq||as] = (a — Va2 —1)(a + Va2 —1) =1, dus |ag| = |ag|™! < 1.

We zien dat «y binnen en as buiten de cirkel &k ligt. Met behulp van
Stelling 14.1 concluderen we dat

2dz 2
—————— = 2m Res,, (5——F——
/kzz+2mz—1 ™ eSl(zz—i-Qzaz—l)
2
= 2mi Res,
! ((z —a)(z — ay)
= 2mi lim 2z — 1)
z—an (2 — ) (2 — aw)
B 47
N a1 — Q9
B 2
B a2 —1
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Z0 hebben we berekend:
/ T dyp 27
o a+sing a2—1
. Als tweede toepassing berekenen we de oneigenlijke integraal

> d
I:/ .
0 1"‘(17
1

Omdat + s < =5 is voor x > 1 terwijl floo 278z convergeert, con-
vergeert volgens de majorantie-stelling ook de oneigenlijke integraal I,
d.w.z.

R
d
I = lim ’
R—oo /g 14 26

Omdat voor iedere R > 0 geldt
/0 dx _/R dx
pl4ab ) 14 ab

“3im [ (59

Neem, voor R > 1, de open halve cirkelschijf
B(R)={z€C|Imz >0, |z| < R}.

De rand 0B(R) is de vereniging van het interval [— R, R| en de bovenste
helft, noem die k(R), van de cirkel met middelpunt 0 en straal R.

bestaat.

is
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Dus is

dz R dz dz
— = -+ . 90
/83(R) 1+26 /_R1+Z6 /k(R) +ZG ( )

1
Voor z € k(R) geldt RS = |2%] = |26 +1 — 1] < |2+ 1] + 1; dus
14 2% > RS —1en
1 1

<
|1+ 26 = RS —1
Hieruit, en het feit dat de halve cirkel k(R) lengte mR heeft, volgt dat

/ dz < TR
k(R) 26+1 _R6—1

Nemen we hier de limiet voor R — oo, dan zien we:

d
lim = _—o
en dus, wegens (89) en (90),
dz

I =—- lim 5
2R—>OO 8B(R) 1+Z

(91)

d
1+sz>'
R > 1. De nulpunten van de noemer p(z) = 2% + 1 zijn

We gaan nu m.b.v. de Residuen Stelling | OB(R) berekenen, voor

(2j+1)mi ,
a; =€ 6 voor j=0,...5.

Hiervan liggen alleen «y, oy, ap in B(R). Derhalve is

dz . 1 1 1
/aB(R) 50— 2mi ( Resq, (m) + Res,, (%) + Resa, (%)) )

In het bijzonder is deze integraal onafhankelijk van R, tenminste als
R > 1 is. Hieruit en uit (91) volgt:

. 1 1 1
I =mi ( Resq, (M) + Resq, (M) + Resa, (%)) :

Er is een erg handige methode om de residuen Res,, (ﬁ) te bereke-
nen. Omdat deze methode algemener toepasbaar is, wordt hij apart
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beschreven in Lemma 14.2 hierna. Het resultaat is in het onderhavige
geval

1 1 1 Q;
Resa, ( ) = = = -2
7 p(2) Play)  6a? 6
want af = —1. Omdat ag + a1 + o = 2i is, vinden we ten slotte
* dx s
= —. 92
/0 1426 3 (92)

Lemma 14.2 Zij p(z) een differentieerbare funktie op een omgeving van het

punt «. Veronderstel p(a) = 0 en p/(c) # 0. Dan heeft de funktie ﬁ in «
een eerste orde pool heeft en is
1 1
Res, (—) = : 93)
7@ 7@ (
Bewijs: Merk op dat p(a) = 0 en dat
lim p(Z) _ p(Oé) _ p/(oz).
z—a 2 —
Dit levert
lim 22 — —1
s—a p(z)  plla)
De conclusies volgen nu met Lemma 13.2. [ |
Voorbeelden.
3. Als derde toepassing laten we zien dat
* cosx T
dr = —. 94
/_ o L+ 22 T (94)
Deze oneigenlijke integraal convergeert omdat ‘ffmﬁ‘ < ﬁ, terwijl

1
J "o 752 da convergeert.

Neem weer, voor R > 1, de open halve cirkelschijf

B(R)={z€C|Imz >0, |z| < R}.
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De funktie .
622

) =1

is analytisch op C\{—i,i} en heeft in —i en i eerste orde polen. Hiervan
ligt alleen ¢ binnen B(R). Het residu van f in ¢ is

1z 1z -1
Res; (f) = lim(z — 2)167 S [P

z—i 4+ 22 =izt 21

Hieruit volgt dat

iz

(&
—— dz =2mi Res; (f) =
/83(R) ].+Z2 ( )

7r
— 95
: (95)
De integraal in (95) is wederom te splitsen in een integraal over het
interval [—R, R] en een integraal over de halve cirkelboog k(R). Als
z € k(R) dan is

B 6Reiz - e—Imz - 1 .
422 T2 -1 R

hier is gebruikt dat voor z € k(R) geldt |z] = R en Imz > 0, dus
e”m= < 1. We zien:

F(2)]

TR
f(z)dz| < ,
k(R) ( ) R? -1
dus

- R

— = lim f(2) dz+ lim f(2) dz
R
= [ g

R R .
= lim / cos T dx—i—i/ S L dx
R—o0 _R1+ZE2 _R1+J}2
*® coszx * sinz
= d ] —d
/_001+x2 x+2/_m1+x2 o

Door deze gelijkheid uit te splitsen naar reéel en imaginair deel vinden

we - o .
CcoS X T sin x
de = — en dx = 0.
/_ool+x2 e /_001+x2




Dat die tweede integraal 0 is, is natuurlijk al meteen duidelijk; de
integrand is immers een oneven funktie.

. Als vierde toepassing behandelen we de integraal

o .
sin x
dx.
0 T

Dat deze oneigenlijke integraal convergeert hebben we reeds in INF 2a
gezien, maar dat zullen we hier niet gebruiken. Convergentie zal hier
worden bewezen tegelijk met een berekening van de exakte waarde.

De integraal is gecompliceerder dan de voorgaande: splitsen we de sinus
in een som van e—machten dan ontstaan er twee divergente integralen.
We gaan daarom als volgt te werk. Allereerst merken we op dat

R R i R i
1 1r r
/ S —,(—/ ‘ dw+/ e—dx)
. 21 . T e T
1 —€ iz R iz
= —(/ e—dx+/ e—dx).
2t \J_p x e T

Hierdoor gemotiveerd beschouwen we voor 0 < € < R het gebied

Spre={2€Cle<|z| <R, Imz> 0}.

k(R)

/4\1(( €)
- -

-R —€ € R
De funktie f(z) = z7'¢% is analytisch op de open verzameling C \ {0},
die de afsluiting van Sk omvat. Dus volgt:

f(z)dz=0. (96)
OSp,c
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De georiénteerde rand van Sg, is gelijk aan
OSre =[—R,—€]Ule, R|U —k(e) Uk(R),

waarin k(e) en k(R) twee positief georiénteerde halve cirkelbogen met
stralen € resp. R zijn. Er volgt:

—€ iz iz R iz iz
/ e—dx—/ e—dz+/ 6—dw+/  dr=0
-R Z k(e) e T k(R)
en dus R , ,
3 1 1z 1z
/ Y g = = (/ S - / c dz) (97)
€ T 21 k(e) z k(R) z

Met de parametrisering ¢ — Re™ voor k(R) vinden we dat

12 ™ ; i )
/ & / XpIRE) b i dgp‘
k(R) z 0 Rey

< [ lew(iren)] dg
0

— / 6—Rsingo d(ﬂ
0

™

2 .
— 2/ e—Rsmcp dg@
0

Voor ¢ € [0,Z] geldt dat sing > 2¢ (teken de graficken om dit in te
zien). Dus is

2/26_R5i“‘pdg0§2/26_2? dgpzz(l—e_R)
0 0 R

waaruit blijkt dat in (97) de laatste integraal naar 0 gaat voor R — oc:

lim —dz=0 (98)
f=eo Je(r) 2

De voorlaatste integraal in (97) berekenen we als volgt:

/ e—dz:/ —dz+/ R (99)
k(e) # k(e) # k(e) 7
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Verder is

1 ™1 ,
/ —dz = / ——iee’? dp = i (100)
k(e) z 0 eer®
en , ,
6ZZ _ 1 e’LZ _ 1
dz| < me max
k(e) z z€k(e) z
Omdat lim, o <=L =i, is
12 1
lim me max ¢ ' =0
€l0 z€k(e) z
en dus ook ,
. e” —1
lim dz =0. (101)

€l0 k(e) z
Uit (99), (100), (101) blijkt:
: e .
lim — dz =i (102)
L0 Sk 2

Tot slot vinden we door (98) en (102) in te vullen in (97) dat

. . Rging
lim lim
R—oo €|l0 /. €T

dx bestaat enis = g

d.w.z. de oneigenlijke integraal |, 08Iz Jg convergeert en

0

* sin x T
dr =~ 103
/0 T =T (103)

De kromme 0B waarover in de Residuen Stelling 14.1 wordt geintegreerd,
is niet de meest algemene soort kromme waarover men complexe funkties wil
integreren; 0B heeft bijvoorbeeld geen zelfdoorsnijdingen. Men kan sommige
krommen echter zien als een “lineaire combinatie” van krommen van de vorm
0B; voor een eindig aantal geschikte gebieden B; (7 =1,2,...):

N
k= Z n;0B, met n; € Z.
=1
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Voor dergelijke krommen geldt dan

/kf(z)dz:z n; aB-f(Z)dZ

en is de integraal |, . f(2)dz uiteindelijk toch te berekenen met de Residuen
Stelling.
Hoe dit werkt illustreren we met enkele voorbeelden

Voorbeelden.

5. Neem de volgende kromme k , eenmaal in de aangegeven richting door-
lopen.

Er zijn verschillende manieren om k te schrijven als lineaire combinatie
van randen van open begrensde delen van C. Nemen we, bijvoorbeeld,
voor Bj het gebied in de binnenste driechoek en voor B, het gebied
tussen de binnenste driehoek en de buitenrand, dan is

k:8B2U2X831
Dus is
/ dz _/ dz +2></ dz
r22—1  Jop, 22 —1 op, 22— 1
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1
22 -1

)

. 1 :
= 27 Res; (22 — 1) +2 x 2mi Res_1 (

.oz —1 . z+1
= QWZLI_I)I% o] +4mzlir£11z2_1

= 2milim + 473 lim
z—1 2z + 1 z——17z —

= —m.

Bedenk zelf nog een andere manier om k te schrijven als lineaire combi-
natie van randen van open begrensde delen van C en bereken daarmee

L ZQdfl. Merk op dat ook de tweede berekening geeft

1
22 -1

d 1
/ il =1 x 27i Res; ( 1)—1—2><27m'Res_1(
k

22 22

)

en dat de coéfficiénten 1 voor Res; en 2 voor Res_; overeenkomen met
het feit dat de kromme k eenmaal in positieve richting om het punt 1
draait en tweemaal om —1.

. Neem de volgende kromme £ , eenmaal in de aangegeven richting door-
lopen.

Dus

k = 0B, U(—0B,) UdB;

en

/kz(z—§;z+2) -

dz dz dz
B /8B1 2(z —2)(z +2) B /832 2(z = 2)(z +2) + /333 2(z = 2)(z +2)
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1
2(z —2)(2 +2)

) — 2mi Resg (

= 2mi Res_» (z ) + 0

1
(z=2)(z+2)
1

1
=2 X — — 271 X —
8 —4
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15 De logaritmische funktie
Voor ieder positief reéel getal x heeft de vergelijking
e’ =x

precies één reéle oplossing w. Deze oplossing noemt men de (natuurlijke)
logaritme van x; genoteerd als logx. Zo krijgen we de reéle logaritmische

funktie
log : Ryg — R, x — logx.

Dit komt er dus op neer dat we de reéle logaritmische funktie definiéren als
de inverse funktie van de exponentiéle funktie.

Teder complex getal z # 0 kan men schrijven in de vorm z = re'” met
r € Ryo. Daarbij is in feite r = |z|, de absolute waarde van z.

z =re¥

$ =2 ®

Gebruiken we voor |z| de bovenstaande (reéle) logaritme, dan vinden we

o — gloglsltio

Voor elke z € C, z # 0, heeft de vergelijking
e’ =z (104)
dus minstens een oplossing, namelijk w = log |z| +ip. Omdat voor elk geheel

getal k

elog|z|+i(so+2k7r) _ elog|z|+ig062k7ri log |z|+ip

=€
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heeft de vergelijking (104) zelfs oneindig veel oplossingen. Anderzijds is, als
e¥l = e"? = z dan is e”'7"2 =1 en dus w; — wy = 2k7mi voor een of ander
geheel getal k.

|

llog\z| + i + 2
:

llog\z| + iy

:

I log |z| + i — 2mi

e}
_— _ e 4

v log |z| +ip — 4mi

De verzameling oplossingen van vergelijking (104) bestaat dus weliswaar uit
meer dan één element, maar is verder heel overzichtelijk: alle oplossingen
hebben hetzelfde reéle deel log |z| terwijl de imaginaire delen een geheel veel-
voud van 2w verschillen.

Omdat de verzameling oplossingen van vergelijking (104) uit meer dan
één element bestaat, is de exponentiéle afbeelding

exp : C— C\ {0}

wel surjektief, maar niet injektief. In het bijzonder heeft de erponentiéle
afbeelding geen inverse.

Anderzijds laten de bovenstaande beschouwingen zien dat de vergelij-
king (104) precies één oplossing w heeft die ook nog voldoet aan de extra
voorwaarde —m < Imw < 7. Of algemener, bij gegeven o € R heeft de
vergelijking (104) precies één oplossing in de strook

{weCla—7m<Imw < a+ 7}
Nog anders gezegd, de (beperkte) exponentiéle afbeelding
exp: {fweCla—nm<Imw<a+7} — C\ {0}
is bijektief (d.w.z. surjektief en injektief), en heeft dus wel een inverse

log, :C\{0} —m{weCla—nm<Imw<a+7}.
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Er zijn dus veel complexe logaritmische funkties: voor elke a@ € R is er een.
De funktie

logy : C\ {0} —m {weC| —7m<Imw <7}
noemt men de hoofdwaarde van de logaritme.

In plaats van te spreken van verschillende logaritmische funkties spreekt
men liever van verschillende takken van de logaritmische funktie (engels:
branches of the logarithmic function). Men zegt ook wel dat de logaritme
een meerwaardige funktie is.

Voor elke o € R is
Re log,(z) = log |z|.

We definiéren het argument van z horend bij de tak van de logaritme log,,
door

arg,(z) = Im log, ().

Op een geheel veelvoud van 27 na is dit argument dus de hoek tussen de
positieve reéle as en het lijnstuk [0z].
Met deze definitie hebben we ook de formule

log,(z) = log |z| + i arg,(2).

De funktie
log, :C\ {0} — {weCla—nm<Imw < a+7}
is niet continu, maar vertoont een sprongdiscontinuiteit langs de halve lijn
Lo = {—re"|r>0};
immers voor vaste r € Ry is

lim re¥ = lim re'? = —re
pla—m platm

terwijl
llim log,, (re"¥) = logr +ia —im
pla—m

lim log,(re") = logr +ia +im
platm
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Op C\ L, echter is de funktie log,, wel continu, zelfs complex differentieerbaar,
omdat het de inverse funktie is van de exponentiéle funktie. Uit

log,, z

Z =€

volgt door te differentiéren

_ d log, z\ _ Jlog, = d _
1_dz<6 )—e dzlogaz—zdzlogaz.
Dus g )
—1 == 1
e 0g, 2z . (105)

Samenvattend: Voor elke o € R hebben we op de open deelverzameling
C\ L, in C de complex differentieerbare funktie log, en de afgeleide van deze

1
funktie is de funktie —.
z

Voor iedere weg v in C\ L, (een weg dus die de halve lijn L, niet snijdt)
geldt nu volgens Stelling 10.4

1
/_ dz = logap - 10go¢Q7 (]‘06>
y 2
waarbij p resp. ¢ het eind- resp. beginpunt van 7 is.
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Algemeen geldt, vanwege de Residuen Stelling, voor een weg v waarvan
het beginpunt ¢ en het eindpunt p niet op L, liggen

1
/— dz =log,p — log, q + 2kmi, (107)
2
N

waarbij k het “aantal keren is dat v om 0 draait” geteld met oriéntatie. Als
alle snijpunten van vy met L, enkelvoudig zijn, kan men k ook berekenen als

k= ) teken(P),

PeyNLy

een som over alle snijpunten van v met L, waarbij het teken van zo'n snij-
punt +1 of —1 is, afhankelijk van of v L, van rechts naar links of van links
naar rechts snijdt, zoals aangegeven in het onderstaande plaatje:

v

L ¥ L
teken +1 -1

Tot slot merken we nog op dat als « niet een oneven veelvoud van 7
is, het punt 1 niet op de halve lijn L, ligt en log, in de buurt van 1 een
analytische funktie is met machtreeksontwikkeling

: (1—2)"
1 — _—
og,(2) = 2kmi + g - (108)
n>1
waarbij het gehele getal k is bepaald door

2km < o < (2k + 2);

inderdaad voor n > 1 is

(d%)nloga(Z)

1
= (1) (n-1)=
z=1 < z=1

(=)™ (n—1)!
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Opgaven

1. Beschouw de funktie f(z) = e* op C, ofwel F(z,y) = (e” cosy, e*siny)
op R2. Schets het beeld van de lijn y = x onder F.

=\ 2
2. We bekijken de functie f: C\ {0} — C gegeven door f(z) = <E> .
z

(a) Laat zien dat Z_}(lfrzleRf(z) =1.

(b) Onderzoek lim f(2).

z—0, z€iR
(¢) Onderzoek hr% f(2).
3. Van een funktie f : C — C is gegeven dat zowel f als f : z — f(2)
complex differentieerbaar zijn. Wat betekent dit voor f, gelet op de
Cauchy-Riemann vergelijkingen?

4. Bepaal in de onderstaande gevallen alle punten z = x + iy € C waarin
de funktie f complex differentieerbaar is en bepaal in die punten f’(z).

z) = (1 —42%)8,

4y |
CC2 +y2 )

I
I
f(z) = (22 +3iz —2)71
flx+iy) =2 +y+i(sinz + cosy).

T+ 1y) =

5. Toon aan dat de afbeeldingen z — Re z, 2z +— Im z, 2z — |z| in geen
enkel punt z complex differentieerbaar zijn.

6. (a) Geef een parametrisering van het lijnstuk tussen 1 — i en 2 + 2i.
Bereken daarmee de lijnintegraal

242
/ cos zdz;
1—i

(b) Geef een parametrisering van het lijnstuk tussen 1 en 2i. Bereken
daarmee de lijnintegraal

2i
/ (22 — 2sin 2) dz.
1
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10.

11.

12.

13.

14.

Bereken de integraal | o 2 dz, waarbij C' een der volgende krommen met
beginpunt 0 en eindpunt 4 + 21 is:

(a) C wordt geparametrizeerd door o(t) =t +it (0 <t < 2);

(b) C'is de vereniging van het lijnstuk van 0 tot 2i en het lijnstuk van
21 tot 4 + 2.

Zij C het deel van de kromme y = 2% — 32% + 42 — 1 dat de punten
1+ en 2+ 3¢ verbindt. Bereken de integraal

/ (122% — 4iz) dz.
c

. Bereken de integraal [, 2?sin(4z)dz met C het in Imz > 0 gelegen

deel van de positief georiénteerde cirkel met middelpunt 7 en straal 7.

Bereken de integraal [,(z 4 2)e’” dz met C het deel van de parabool
w2y = 2% dat het punt 0 met het punt 7 + ¢ verbindt.

Laat D de cirkelschijf met straal » en middelpunt « in het complexe
vlak zijn.

Toon aan dat voor een, op een open omgeving van D gedefinieerde,
complex differentieerbare funktie f geldt:

1 2

fla) fla+ret)dt.

In woorden: f(«) is de gemiddelde waarde van f over de cirkel 0D.

Geef de machtreeksontwikkeling van de funktie f(z) = (1+ 2%)~! rond
het punt z = 1. Wat is de convergentiestraal van de gevonden reeks?

Geef de eerste vier termen van de machtreeksontwikkeling van de funk-
tie f(z) = (1 + 2*)7! rond de punten: z = 0 en z = 1. Wat is de
convergentiestraal van de betreffende machtreeks?

Bepaal de eerste vier termen van de Taylorreeks van

(a) =5 in de buurt van z = 0;

(b) %5 in de buurt van z = ;
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15.

16.

17.

17.

(¢) pe in de buurt van z = 0.

Bepaal voor elk van de reeksen de convergentiestraal.

Bepaal de volgende limieten:

(esinz _ 1)3 '

(a) lli% sinz—z '
) eCosz _ el—z2
(b) lim 5

z—0 sin” z

Bereken de volgende integralen, waarbij de contour C' : |z| = 1 eenmaal
in positieve zin wordt doorlopen:

z
(C fc sin z dZ7

(2+4)?

)
)
(d) fc coshz dz;
)
)

z

(©) Jo 22

Korte versie
We beschouwen de rechthoek D = {z € C; |z| < 2, |y| < 1}. Bereken

de integraal
/ z+4 €
— dz.
op 2 —4 sinz

Uitgebreide versie
We willen de integraal

/ z+4 €
— dz.
oy 2 —4 sinz
bereken, waarbij V' de rechthoek {z € C | |z| <2, |y| < 1} is.

(a) Definieer de funktie g : C — C door ¢(z) = 2 voor 2 # 0 en
z

g(0) = 1. Laat zien dat g een complex differentieerbare funktie is
op het hele complexe vlak C.
Bepaal alle nulpunten van g in C.
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18.

19.

20.

21.

22.

(b) Bekijk de funktie
z+4 ze?

2z —4 sinz’

f(z) =
Laat zien dat f een analytische funktie is op de open rechthoek
U={z€C]||z| <3, |yl <2}
(¢) Neem nu de schijf D = {z € C| |z] < 3} en laat B = V \ D.
Teken een plaatje van de situatie.
Laat m.b.v. de stelling van Cauchy zien dat

(2) dz = 0.
9B *
Laat zien dat
/) dz = /) dz.
v < oD *
(d) Bereken /) dz met de integraalformule van Cauchy.
oD~
4 z
(e) Bereken/ i S
oy 2 —4 sinz
Beschouw de negatief georiénteerde cirkel C' : |z| = 3. Bereken de

integraal

dz.

/ sin 722 + cos w22
c (z=1)(z-2)

Geef de Laurentreeksontwikkeling van de funktie f(z) = (z—1)~! naar
machten van z op de gebieden 0 < |z| < 1 en |z| > 1.

Geef de Laurentreeksontwikkeling van de funktie f(z) = (cos z) ! naar
machten van z — 7 op de gereduceerde omgeving 0 < |z — Z| < 7.

Geef de eerste vijf termen van de Laurentreeksontwikkeling rond z = 0
van de volgende funkties. Op welk gebied convergeert deze Laurent-
reeks?

1 1
- b) —
(a) 22 sinh z (b) 2(z3 + 2)
De funktie F(z) = Z(ZZ—ZH) heeft een Laurentreeksontwikkeling op een

gereduceerde omgeving van z = 0. Geef de eerste vier termen en het
geldigheidsgebied.
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23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

Ontwikkel de funktie F(z) = m naar machten van z in de ge-
bieden:

@) |2 <1, () 1<|2<3, (c) |2|>3.

Bepaal voor de onderstaande complexe funkties de aard van de singu-
lariteiten en bereken de residuen:

(a) EECESVE
b 22 — 22

(b) (z+1)2(22+4)
(C) sirelZ z

Gegeven is een complexe funktie f(z) die in het punt o € C een pool
van de orde m heeft. Bewijs dat:

dm—l
Res, (f) = lim

z—a (m—1)dzm!

[(z =)™ f(2)].

Bereken het residu in z = 0 van de funktie: F(z) = 273 cot 2 coth z.

Bereken de volgende integralen:
2 do
(a) 0 24cos@?
2w 4o
(b) 0 3—2cosf+sinf”

Bereken de volgende integralen:

2

(a) fooo e Az,

@)

oo 22 dx
(b) f—oo (z241)2(22+22+2)
(c) [[&=de  (a>0).

x241

De eerste twee onderdelen van de nu volgende opgave dienen ter voor-
bereiding op de laatste twee.

(a) Toon aan dat voor alle 0 <t < T geldt: %t <sint < t. (Maak een
plaatje!)

(b) Toon aan dat fow/4 e sin2t gy < T voor alle R > 0.
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(c) Bepaal de integraal fooo ¢’ dz door gebruik te maken van de re-
siduenstelling. Hint: integreer over de rand van de cirkelsector
S={re¥; 0< 9<%, 0<r <R}, enlaat R — oo.

(d) Bereken de integralen van Fresnel:
/ sin(2?) du, en / cos(2?) du.

30. Korte versie
Bereken de integraal

/ sinh 3z J
———dz
ov (Z - 7T/4>3

waarbij V' het vierkant met hoekpunten +2 + 27 is.

/ sinh 3z
771_3 dZ
1% (Z - z)

berekenen, waarbij V' het vierkant met hoekpunten £2 4 2: is.

Neem de schijf D = {z € C| |z — Z| < 1} en laat B =V \ D. Tcken
een plaatje van de situatie.

30. Uitgebreide versie
We willen de integraal

sinh 3z

(a) Laat zien dat een analytische funktie is op C\ {7}

/ sinh 3z
7ﬂ3 dZ
op (2 — z)

/ sinh 3z
7#3 dZ
op (2 — z)

sinh 3z
ov (Z - z)

(b) Bereken

(c) Bereken

m.b.v. formule (28).
(d) Bereken

146



31. Korte versie
Bereken de integraal

/ 2+ 3sin7wz
———dz
v 2(2—1)2

waarbij V' het vierkant met hoekpunten £3 + 3¢ is.

31. Uitgebreide versie
We willen de integraal

/ 2+ 3sin7wz
————dz
oV Z(Z—1)2

berekenen, waarbij V' het vierkant met hoekpunten +3 4 37 is.

(a) Bepaal de getallen a, b, ¢ zo dat

b n c
z—1 (2—=1)2

1 _a+
2(z—-12 2

(b) Laat Dy = {2 € C||z] <3} en Dy ={z€ C||z—1| < 3}. Teken
een plaatje van de situatie.

2 i 2 i
Bereken / Lmzz dz en / Lmzz d
op, 2(z—1) op, 2(z—1)

met behulp van de breuksplitsing in onderdeel a., de stelling van
Cauchy, de integraalformule van Cauchy en formule (28).

(c) Laat m.b.v. de stelling van Cauchy zien dat

24+ 3sin7z 24+ 3sinmz 24+ 3sinmz
ov 2(z—1) op, 2(z—1) op, 2(z—1)

24 3si
(d) Bereken/ wdz.

ov 2(z—1)

32. (a) Bepaal de Laurentreeksontwikkeling van (2% — 3)~! naar machten
van z, en ook naar machten van z — /3, in het gebied |2| < v/3;

(b) Bepaal de eerste vijf termen van de Laurentreeksontwikkeling van
(e — 1)~! naar machten van z, in het gebied 0 < |2| < 2;
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(c) Bepaal de Laurentrecksontwikkeling van (2% +42)~! naar machten
van z — 2i, in het gebied Re z > 4.

33. (a) Bewijs dat de funktie

1 1
f(z) = 5% cot 3%

een ophefbare singulariteit heeft in z = 0.

(b) Laat zien dat de Laurentreeks van f in een gereduceerde omgeving
van z = 0 van de vorm

2n

= (-1)"B,z
f(z) = Z ( ()2n)!

n=0
is; bepaal By, By, By en Bs.

De B, heten de getallen van Bernoulli.

34. Bepaal de aard van de singuliere punten van de volgende funkties; be-
paal in de geisoleerde singuliere punten het residu.

(a) z(z2‘1+1)?
(b) =y
(c) e
(d) =53
(e) tan z;
(f) sin3;
(8) o=t
) o

35. Bereken met behulp van de residuenstelling de volgende integralen (a
is een reéel getal, n is een natuurlijk getal):

(@) 7, Z=tzde  (a>1);
(b) [y Tnmearazdye  (lal < 1);

1—2a cos p+a?

(c) f027r e“¥ cos(np — sin ) dy;
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() Jy~ (a > 0);

0 (x2+a2 n+1

[ sz gy (a > 0);

0 x2+a?

(0) fi” @Fdpde (a>0);

(&) Jo Sitde.

36. Zij w de weg die ontstaat door de rand van de rechthoek met hoek-
punten —R, R, R+ 27 en —R + 27 te onderbreken door binnenwaarts
beschreven halve cirkeltjes met middelpunten 0 en 27¢ (en met voldoend
kleine straal ). Zij 0 < a < 1; bereken

o jar _ ,(1—a)x
/ G
0 er —1

ax

door integratie van

ez —1
over w.
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