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Voorwoord.

Voor u ligt het dictaat bij de cursus WISKUNDIGE TECHNIEKEN 3 (WISN203),
2013.

Achtergrond. Invoering van het onderwijsmodel BaMa3.0 in het tweede
jaar van de UU natuurkundestudie, per september 2013, maakte een grondige
herbezinning op de rol van de wiskundecursussen binnen de natuurkundestu-
die noodzakelijk.

Resultaat van deze herbezinning was, dat delen van de vroegere cursussen
Fouriertheorie (WISN201) en Wiskundige Technieken 3 (WISN203) samen
met een stuk Lineaire Algebra zijn samengevoegd tot een nieuwe cursus met
de naam WISKUNDIGE TECHNIEKEN 3 (WISN203), die in deze vorm voor
het eerst wordt gegeven in Periode 1 van 2013/2014.

Er zijn, echter, ook grote delen van de vroegere “Fouriertheorie” en “Wis-
kundige Technieken 3” uit het programma geschrapt, omdat ze voor de ver-
volgcursussen binnen de Natuurkundestudie minder relevant zijn dan wel
minder prioriteit hebben.

Over dit dictaat. Veel natuurwetten beschrijven hoe bepaalde groothe-
den reageren op (kleine) veranderingen in andere grootheden en zijn daarom
vaak geformuleerd in termen van differentiaalvergelijkingen. Om daaruit een
globalere beschrijving te halen moeten de differentiaalvergelijkingen worden
opgelost. De differentiaalvergelijkingen waar het in dit dictaat over gaat zijn

e Lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten, die klas-
sieke mechanische en electrische systemen beschrijven; zie Paragraaf
1.1.

e De warmtevergelijking, die de temperatuurontwikkeling in een staaf
beschrijft; zie Hoofdstuk 3.

e De Schrodinger vergelijkingen uit de Quantum Mechanica; zie daarvoor
de cursus Quantum Mechanica. De Hoofdstukken 4, 5 en 6 sluiten nauw
daarbij aan.

Voor het oplossen van deze differentiaalvergelijkingen is het belangrijk dat
er een structuur achter zit, die ook in de klassieke meetkunde (o.a. Fuclides,
Pythagoras, ruim tweeduizend jaar geleden dus) was onderkend. Een doel



van dit dictaat is deze structuur naar voren te halen. Daarvoor gebruiken
we lineaire ruimten met een inproduct en lineaire operatoren daarop.

HILBERTRUIMTEN, genoemd naar de wiskundige David Hilbert, zijn der-
gelijke “lineaire ruimten met een inproduct”. Gewoonlijk veronderstelt men
bij de term “Hilbertruimten” dat deze ruimten oneindig dimensionaal zijn.
Wij bekijken in dit dictaat waar nodig ook eindig dimensionale lineaire ruim-
ten met een inproduct. De oneindig-dimensionaliteit van Hilbertruimten
maakt het noodzakelijk dat men daarbij ook veel aandacht besteedt aan con-
vergentie wanneer men oneindig veel dingen bij elkaar moet optellen. Hoewel
in dit dictaat de meest belangrijke — voor Quantum Mechanica en voor Fou-
riertheorie — lineaire ruimten met een inproduct oneindig dimensionaal zijn,
kunnen we binnen de randvoorwaarden van deze cursus (m.b.t. tijd en prio-
riteit) slechts heel summier aandacht besteden aan convergentiekwesties.

Omdat HILBERTRUIMTEN een mooie korte naam 1is, die toch voor een
belangrigk deel de lading van dit dictaat dekt, gebruiken we deze naam in de
titel van dit dictaat, hoewel deze naam in de tekst verder niet meer wordt
genoemd.
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1 Lineaire differentiaalvergelijkingen met
constante coéfficiénten

1.1 Twee voorbeelden

Sommige mechanische en elektrische systemen kunnen worden gemodelleerd
met een differentiaalvergelijking

V" (t) + a1v'(t) + apv(t) = u(t). (1)

Daarbij is v(t) een onbekende functie die de toestand van het systeem op tijd
t bepaalt, is u(t) een gegeven functie die de externe invloed op het systeem
beschrijft en zijn ag en a; reéle constanten die relevante eigenschappen van
het systeem weergeven.

1.1.1 Voorbeeld.

Neem een voorwerp met massa m, bevestigd aan het uiteinde van een veer
met veerconstante k. Het andere uiteinde van de veer is vast bevestigd in een
punt P. Neem verder aan dat het voorwerp langs een rechte lijn kan bewegen
en daarbij wrijving ondervindt door een demper met wrijvingscoéfficiént c.
Op het voorwerp oefenen we een tijdsathankelijke kracht uit ter grootte F'(t).
Zij tot slot q(t) de afstand van het voorwerp tot het evenwichtspunt O.

T e S Y
_/

k ‘ ‘ F(t)
0 q(t)
Dan leidt de tweede wet van Newton
massa X versnelling = kracht

tot de differentiaalvergelijking

mq"(t) = —kq(t) — cq'(t) + F(t)



oftewel

" c / k F(t)
t —q(t —q(t) = —=.
¢'(t)+—d () +—qlt) = —
Dit is een differentiaalvergelijking van het type (1). &

1.1.2 Voorbeeld.

Electrische netwerken bestaan uit een aantal componenten die op verschil-
lende manieren verbonden kunnen zijn. De twee hoofdwetten van Kirchhoff
beschrijven hoe de stroom en spanning zich gedragen in een schakeling:

1. Op ieder punt is de inkomende stroom gelijk aan de uitgaande stroom.

2. Het spanningsverschil over iedere gesloten route door het netwerk is
nul.

R

Neem de volgende componenten in een kring geschakeld:

C
|
|

e De spanningsbron (batterij), deze levert een gegeven tijdsafthankelijke
spanning V;, (%).

e De weerstand R is een component werkend volgens de wet van Ohm:
Vr = RIi. Hier is Vi de spanningsvermindering over R en Ig de
stroom ter plekke van R.

e De spoel L legt de verhouding Vi, = LI} op.

e De condensator C' induceert de afhankelijkheid V¢ = £1¢.

2



De eerste wet van Kirchhoff leert ons Iy, = Ir = I = I, = I, waarin het
=-teken aangeeft dat we alle stromen met I zullen aanduiden. De tweede
wet levert

Vin=Vr+Vc+V, (2)

waarbij V;,, tegengesteld teken heeft, de batterij levert immers voltage. Om
nu de relaties tussen stroom en spanning per component te kunnen gebruiken
differentiéren we (2) naar ¢t. Dat geeft

1
V;;L:VL’+V§+V5:LI”+RI/+EI

en leidt tot de differentiaalvergelijking van het type (1)

() + 1) + 7 1) = Wn;t) |

O

In deze twee belangrijke voorbeelden van de differentiaalvergelijking (1)
kunnen we w zien als het ingangssignaal en v als het uitgangssignaal. Door
de differentiaalvergelijking op te lossen zien we dan hoe het uitgangssignaal
wordt bepaald door het ingangssignaal!

1.2 Tweede orde homogene lineaire differentiaalverge-
lijkingen met constante coéfficiénten

Een differentiaalvergelijking

f(t) +arf'(t) +aof(t) =0, (3)

waarin f : R — R de onbekende functie is en a; en ag reéle getallen zijn,
noemt men een homogene lineaire differentiaalvergelijking van orde 2 met
constante coéfficiénten.

Een oplossing van de differentiaalvergelijking (3) is een functie f : R — R,
die minstens tweemaal differentieerbaar is en die samen met zijn eerste en
tweede afgeleide voldoet aan de relatie (3).

Wanneer f; en fy twee oplossingen van de differentiaalvergelijking (3) en
c1 en ¢ twee reéle getallen zijn, dan is de functie f, die wordt gegeven door



ft) =c1fi(t) + cafa(t), ook een oplossing van (3); immers:

f(t) +anf'(t) +ao f(t)
(el (1) + cafy (1) + ar(er fi(t) + cafs(t)) + ao(cifr(t) + cafa(t))
= a(fi(t) +afi(t) +aofi(t)) + cafy () + ar fo(t) + aofa(t))
= 0+ 0
= 0.

Dit betekent dat de oplossingen van de differentiaalvergelijking (3) een line-
aire ruimte! vormen. Men noemt dit de oplossingsruimte van de differenti-
aalvergelijking. De dimensie van de oplossingsruimte is 2.

Voorbeeld. Neem de differentiaalvergelijking f”(t)+6f'(t)+5f(t) = 0. Als
f(t) = e een oplossing is dan is A2eM + 6AeM + 5eM = (A2 + 6\ +5)eM = 0.
Die e-macht is ongelijk aan nul en dus moet A?> + 6\ + 5 = 0 zijn. De
oplossingen van deze vergelijking zijn Ay = —1 en Ay = —5. Controleer zelf
dat de functies fi(t) = e' en fy(t) = e~ inderdaad oplossingen zijn.

Dus is ook iedere functie f(t) = cie™ + ce™, met reéle coéfficiénten
c1, ¢, een oplossing. Wanneer we voor de functie f(t) = e + coe ot
de functiewaarden f(0) en f’(0) bekijken, zien we dat f(0) = ¢; + c2 en
F1(0) = —¢1 — 5ez en dus ¢ = L(5£(0) + f/(0)) en c; — —4(£(0) + F/(0)):
d.w.z. dat de coéfficiénten ¢; en ¢y door de functie f(t) eenduidig worden
vastgelegd. Sterker nog: c¢; en ¢y worden al eenduidig vastgelegd door de
beginwaarden f(0), f'(0).

Bekijk nu een functie g(t), waarvan alleen is gegeven dat hij aan de diffe-
rentiaalvergelijking voldoet, d.w.z. ¢"(t) + 6¢'(t) + bg(t) = 0. Bekijk vervol-
gens ook de functie f(t) = die™ + dye™> waarbij de getallen d; en dy worden
gegeven door

di = 3(59(0) +4'(0)),  do = —31(g(0) +¢'(0)),

Dan is f(0) = ¢(0) en f'(0) = ¢’(0). We zullen zien dat dan g(t) = f(t)
geldt voor alle t. Daartoe nemen we de functie h(t) = f'(t)g(t) — f(t)g'(t)

Ivoor de definitie en formele eigenschappen van lineaire ruimten zie paragraaf 4.2; een

andere veel gebruikte naam voor lineaire ruimte is vectorruimte



en berekenen we de afgeleide h/(t):

W) = fg(t) + 1 ()g'(t) —
= [(tg(t) = F(H)g"(1)
= ( f1(#) = 5() g(t) — f(t) (=69'(t) — 5g(t))
= —6f'(t)g(t) =5/ () g(t) + 6 (t) g'(t) + 5f(t)9(t))
= —06h(t).

F'()g'(t) — f(t)g"(t)

Hieruit volgt h(t) = h(0)e % = 0. Vervolgens berekenen we

(@)’ _ S'W)g(t) — f(t)g'(t) _ h(t
g(t) g(t)? g(t)?
Ji0)

De functie e is dus constant, gelijk aan ! g ; = 1. Zo zien we dat voor alle
t geldt g(t) = f(t).

= 0.

CONCLUSIE: [edere oplossing van de differentiaalvergelijking

f'() +6'(t) +5/(t) =

18 op precies één manier te schrijven als lineaire combinatie

f(t) = c1f1(t) + cafa(t) van de twee oplossingen fi(t) = e~ en fo(t) = e,
Men formuleert dit gewoonlijk abstracter als de functies fi(t) en fo(t)

vormen een basis van de oplossingsruimte. &

Dit geldt algemeen: Door in de differentiaalvergelijking (3) f(t) = e te
proberen vindt men dat deze functie een oplossing is precies dan als voldaan
is aan de vergelijking A\* + a1\ + ap = 0. De wortels (oplossingen) van deze
vierkantsvergelijking zijn:

—ay + +/a? — 4ag

Al = 5

Wanneer a? — 4ay > 0 is, dan leveren de overeenkomstige exponentiéle
functies een basis van de oplossingsruimte.
Wanneer a? — 4ay < 0 is, zijn A\; en Ay complexe getallen; preciezer:

M=p+iv, X=pu—1iv met u:—%al,y:%\/élao—a%.



In dat geval worden alle complexe oplossingen nog steeds gegeven door
c1eMt 4 cpe*? met ¢, ¢ € C. Daaruit kan men vervolgens eenvoudig afleiden
dat de reéle oplossingen precies de functies kiet* cos(vt) + koett sin(vt) met
k1, ko € R zijn.

Als a? — 4ap = 0 is, dan is \; = Xp. In dit geval kan men laten zien dat
de twee functies e*? en ¢ e*? een basis van de oplossingsruimte vormen.

Een en ander is samengevat in de onderstaande tabel.

A1 en Ao basis
A1 # o, beide reéel fi(t) =Mt folt) =
A1 = Ay, reéel filt) =M, fa(t) = teM?
A :MM jéyfR)\Zy;%_ Yol (t) = et cosvt, folt) = et sinvt

Tabel 1: Basisoplossingen van tweede orde lineaire homogene differentiaal-
vergelijkingen met constante reéle coéfficiénten.

Voorbeeld. We zoeken de oplossing van h”(y)+2h'(y)+h(y) = 0 die voldoet
aan h(1) = h(0) = 1. De vergelijking A? + 2\ + 1 = 0 heeft een dubbele
wortel —1. Dus alle oplossingen hebben de vorm h(y) = (¢; + coy) e7¥. We
vullen in 1 = (1) = (g +e)e ' en 1 = h(0) = c1€’. Dus ¢ = 1 en
¢y = e — 1. De gevraagde oplossing is h(y) = e ¥ + (e — 1)ye V. O

Voorbeeld. De differentiaalvergelijking ©"(t) = —%¢(t) leidt tot de ver-

gelijking A* = —4. Dus Ay = iy/g/l en Ay = —i\/g/l. In de tabel hier-

boven is p = 0 en v = 4/g/l. Alle oplossingen worden gegeven door
o(t) = cycosvt + cosinvt met ¢, ca € R. Dat zijn periodieke bewegin-
gen. De constanten c; en ¢y bepalen de amplitude en de fase. De periode

2r

" = 2m4/1/g is onafhankelijk van de amplitude. &



1.3 Homogene differentiaalvergelijkingen voor
vectorwaardige functies

Neem nogmaals een oplossing f(t) van differentiaalvergelijking (3). Dan is

( J]:','((?) ) N ( —aof(z;,(—t)alf'(t) ) N ( _“2 _ai ) ( ff'((tt)) > '

Oftewel y
CF(t) = AF() (4)

waarbij F'(t) en A de volgende vectorwaardige functie en 2 X 2-matriz zijn

fo-(f)e a- (L)

We hebben gezien dat in geval a? — 4ag # 0 is, elke oplossing f(t) van
differentiaalvergelijking (3) te schrijven is als

f(t) = creMt + ey

waarbij c; en ¢y constanten zijn, en A\; en Ay de twee oplossingen zijn van de
vergelijking A% + a1\ + ap = 0. Voor de bijbehorende vectorwaardige functie
F(t) betekent dit

F(t) = 01€A1t171 + 626/\2%72

(1 (1
1 — )\1 ) Vg = )\2 .

Als a? —4ag > 0is, zijn A1, Ao, ¢1, ¢ allemaal reéle getallen. Als a? —4ay < 0
is, zijn A1, A9, c1, co allemaal complexe, niet reéle getallen; in dat geval geldt
bovendien Ay = A\ en ¢y = 7.

Merk nu op dat

. 0 1 1Y A RN
wi = (o) O0) = (a2 ) = () =

Men omschrijft de hier gevonden relatie Av; = A\ v als: 0] is een eigen-
vector van de matriz A bij de eigenwaarde A;. Net zo is Uy een eigenvector
van A bij de eigenwaarde \g. De algemene theorie van eigenwaarden en ei-
genvectoren van matrices wordt behandeld in Hoofdstuk 2. Wel is het nuttig

met

7



om hier nu al te wijzen op het feit dat de veelterm \? + a;\ + ag waarvan )\
en Ay de nulpunten zijn, ook wordt verkregen als

-A 1

2 _
ANMH+aA+a = det( P

) = det(A — 1)

waarbij [ = < (1) (1) ) de zgn. 2 x 2-eenheids matrix is. Dit laat zien dat

A1 en Xy precies die waarden van A zijn waarvoor de matric A — X1 niet
inverteerbaar 1s.

1.4 Inhomogene differentiaalvergelijkingen voor
scalaire functies

We gaan nu de differentiaalvergelijking (1) nader onderzoeken:
V' (t) + a1’ (t) + agu(t) = ult) .

Hierin zijn ag en a; reéle constanten en is u(t) een gegeven functie. We zoeken
daarbij dan functies v(t) zodat voldaan is aan de vergelijking (1).

Als de gegeven functie u(t) niet constant 0 is, zegt men dat (1) een inho-
mogene differentiaalvergeligking is.

De volgende stelling geeft een belangrijk resultaat over de structuur van
de oplossingsverzameling van een inhomogene differentiaalvergelijking:

Stelling 1.1 Zij vy(t) een oplossing van de differentiaalvergelijking (1):
vy (1) + ayvg(t) + aguo(t) = u(t).

Dan geldt:

Een functie v(t) is een oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking
(1) precies dan als de functie f(t) = v(t) — vo(t) een oplossing is van de
bijbehorende homogene differentiaalvergelijking (3):

f"(@) +arf'(z) + aof(z) =
Bewijs: Uitgaande van f(t) = v(t) — vo(t) berekenen we:

(@) + arf'(z) + ao f(x)

v"(t) = vg(t) + arv'(t) — arvp(t) + aou(t) — aguo(t) =

V(1) + a0’ (t) + agv(t) — (vy(t) + arvy(t) + agve(t))
V"(t) + ayv'(t) + agu(t) — u(t)

8



Dit laat zien dat f”(z) + a1 f'(z) + aof(x) = 0 is precies dan als
V" (t) + a1V’ (t) + agv(t) = u(t) is. |

Deze stelling splitst het probleem om de inhomogene differentiaalver-
gelijking (1) op te lossen in twee delen:

e Zoek één oplossing vg(t) van (1).

e Bereken de algemene oplossing van (3).

Met de algemene theorie in Paragraaf 1.2 is het tweede probleem een peu-
leschil. Het eerste probleem - om iiberhaupt een oplossing van de inhomogene
differentiaalvergelijking te vinden - is i.h.a. erg lastig. Gelukkig is er in het
speciale geval waarin de functie u(t) een e-macht is, wel één gemakkelijk te
vinden oplossing:

Stelling 1.2 Zij o een reéel of complex getal zodat o + ayjo + ag # 0 is.
Dan voldoet de functie

eat

t) = —
vo(?) o? 4+ aja+ ap

aan de inhomogene differentiaalvergelijking
vy (1) + a1vp(t) + ague(t) = €. (5)

Bewijs: Reken het linkerlid van (5) uit en constateer dat dit gelijk is aan
het rechterlid. [ ]

We kunnen het arsenaal van inhomogene differentiaalvergelijkingen met
gemakkelijk te vinden oplossingen eenvoudig uitbreiden door gebruik te ma-
ken van de volgende stelling:

Stelling 1.3 Veronderstel dat de functie vy(t) voldoet aan de differentiaal-
vergelijking
Vi (t) + a1y (t) + aovi (t) = wa(t)

en dat de functie vy(t) voldoet aan de differentiaalvergelijking

vy () + ar1vy(t) + aova(t) = ua(t),



waarbij beide differentiaalvergelijkingen dezelfde (reéle) coéfficiénten ag en
a; hebben. Laat ¢; en ¢y twee (mogelijk complexe) getallen zijn. Definieer
daarbij de functies u(t) en v(t) door:

u(t) = crui(t) + cous(t), v(t) = cui(t) + coua(t).
Dan voldoet de functie v(t) aan de differentiaalvergelijking

V" (t) + a1v'(t) + agu(t) = u(t).
Bewijs: Reken het linkerlid uit en constateer dat dit gelijk is aan u(t). W

Het in de voorgaande stelling beschreven resultaat noemt men het super-
positie principe: we krijgen een oplossing van de laatste differentiaalverge-
lijking door eenvoudigweg de oplossingen van de eerdere vergelijkingen op
elkaar te stapelen (superponeren).

Voorbeeld. Bekijk de differentiaalvergelijking
V" (t) 4+ 2v(t) = cos(3t). (6)

Omdat cos(3t) = 3(¢*' 4 e ') kunnen we een oplossing van deze diffe-
rentiaalvergelijking vinden door superpositie van oplossingen van de twee
differentiaalvergelijkingen:

V(t) + 20 (t) = &M
vy (t) + 2ug(t) = e

Stelling 1.2 levert oplossingen hiervoor de oplossingen:

1 3it 1.3:
n) = e T

1 —3it 1_-3¢
el = TEpet T

Samen met Stelling 1.3 geeft dit voor (6) de oplossing:

v(t) = —1 cos(3t) .
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Voorbeeld. Bekijk de differentiaalvergelijking
V'(t) + ' (t) + v(t) = cost + cos(2t). (7)

FEen speciale oplossing: Tewerkgaande als in het vorige voorbeeld vinden we
nu de oplossing

1 61t efzt e2zt 672it

2 (i2+i—|—1 T i T raiet (—2@‘)2—2¢+1)
1 eit e—it 1 e2z’t e—2z’t

T2 (7 i —i) T3 (—3+2¢ * —3—2@)

(6i¢62it + e—iqbe—Qit)

= l(e_igeit + ei%e_it) + b
2 2V/13
= cos(t— ) + sz cos(2t+9),
waarbij ¢ wordt gegeven door

1 R . 1 R

i U e (en bijgevolg % Vs e ).
De algemene oplossing: Om de algemene oplossing van de inhomogene diffe-
rentiaalvergelijking (7) te vinden moeten we bij de zojuist gevonden speciale
oplossing nog een (algemene) oplossing van de bijbehorende homogene ver-
gelijking optellen. De algemene oplossing van de homogene differentiaalver-
gelijking

fr O+ )+ ft) =0
is c;eMt 4 coe*?t met 1, (mogelijk complexe) constanten en Ay, Ay de twee
oplossingen van de vergelijking A> + A +1 = 0; dus A\; 2 = —% + % 3i. De
algemene reéle oplossing van de homogene differentiaalvergelijking is derhalve

e 2! (kycos(3v3 1) + kysin(1v31))  met ki, ky € R.

Zo vinden we dat de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalver-
gelijking (7) is:

cos(t — %) + \/Lﬁ cos(2t + @) + e 2t (ky cos(3V3 t) + kosin(3v/31)).
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Vanwege de exponentieel dalende factor e~3t wordt de oplossing van de ho-
mogene differentiaalvergelijking op den duur verwaarloosbaar klein t.o.v. de
speciale oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking. Daarom is ie-
dere oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking op den duur vrijwel

geligk aan die speciale oplossing. &

Dit roept de vraag op: Wat is de oorzaak van het witdempen van de
oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking?

We weten dat, als a? — 4agy # 0 is, een basis van de oplossingsruimte van
de homogene differentiaalvergelijking

/() +arf'(t) +aof(t) = 0

wordt gegeven door de twee exponentiéle functies e*! en e

! met
)\1’2 = %(—al + CL% — 4(10)

Als a? — 4ap > 0 is, zijn A; en Ay reéle getallen. Als bovendien a; > 0
en ag > 0, dan zijn Ay en \; negatieve reéle getallen en zijn de twee basis
oplossingen e*? en e*?! exponentieel dalende functies. Wanneer daarentegen
a1 < 0 of ag < 0 is, dan is minstens een van de basisoplossingen exponentieel
stijgend en dempt dus niet uit.

Als a? —4ag < 0 is, zijn \; en Ay complexe getallen: \; = pu+ vi en Ay =
p—vimet = —%al en v = %\/4% — a?. Een basis van de oplossingsruimte
wordt gegeven door de functies e cos(vt) en e sin(vt). Als a; > 0 is,
daalt de functie e#* exponentieel naar 0, en dus gaan ook de genoemde basis
oplossingen (golvend) naar 0. Wanneer daarentegen a; < 0 is, dan is e/
exponentieel stijgend en dempen de basisoplossingen dus niet uit.

We weten ook dat , als a? — 4ag = 0 is, een basis van de oplossingsruimte
van de bovenstaande homogene differentiaalvergelijking wordt gegeven door
de twee functies e™ en te met A = —%al. Als a; > 0 is, gaan beide
basis functies op den duur naar 0. Wanneer daarentegen a; < 0 is, zijn de
basisoplossingen exponentieel stijgend en dempen dus niet uit.

Hoewel we in deze analyse drie gevallen hebben onderscheiden, blijkt er
als je goed kijkt toch een uniform antwoord uit te komen:

De oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking

F'(t) + anf'(t) + aof(t) = 0

dempen op den duur allemaal uit precies dan als ay en ay beide positief zijn.
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We vatten het voorgaande samen:

Als de coéfficiénten ag, a; van de inhomogene differentiaalvergelijking
V" (t) + a1’ (t) + agu(t) = u(t) (1)

positieve reéle getallen zijn, zijn alle oplossingen op den duur vrijwel
gelijk.

Om één speciale oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking
(1) te vinden is het bijzonder nuttig het ingangssignaal u(t) uit te
splitsen naar componenten e™“! met verschillende frequenties. Elk van
deze componenten komt terug in het uitgangssignaal v(t), maar met
een faseverschuiving en een herschaalde amplitude, die afhankelijk
zijn van de w van die component.

De schalingsfactor voor de component ¢! (met frequentie |w|/27)
is |ap — w? + iaw|™t = 1/y/(ap — w?)? + a?w?. Deze frequentie
afhankelijke herschaling van de amplitude betekent dat sommige com-
ponenten van het ingangssignaal bij passage door het systeem versterkt

worden, terwijl andere componenten juist verzwakt worden.

In mechanische systemen (zoals het eerste voorbeeld in paragraaf 1.1)
zijn de coéfficiénten ag en a; positief omdat de richtingen van de wrij-
vingskracht en de veerkracht tegengesteld zijn aan, respectievelijk, de
snelheid en de uitwijking. Wrijving is essentieel voor het uitdempen van
de oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking. Herschaling
van de amplitude betekent fysisch dat het systeem in bepaalde frequen-
ties resonantie vertoont.

Electrische systemen (zoals het tweede voorbeeld in paragraaf 1.1)
werken door de herschaling van de amplitude als filters die slechts
bepaalde frequenties doorlaten. De aanwezigheid van de weerstand R
is essentieel voor het uitdempen van de oplossingen van de homogene
differentiaalvergelijking.

Voorbeeld. Bekijk een systeem dat wordt beschreven door de inhomo-
gene differentiaalvergelijking

V() + 0 (t) +o(t) = u(t).
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De amplitude van de component met frequentie |w|/27 in het ingangssignaal

wordt door het systeem vermenigvuldigd met ————. Figuur 1 geeft de
/(1—w?)2+w?

1

o We zien dat componenten met |w| < 1 iets
—w w

grafiek van de functie

worden versterkt, met een maximale versterkingsfactor %\/5 bij |w| = \/g .

Daarentegen worden componenten met |w| > 1 afgezwakt en al gauw bijna
volledig onderdrukt.

1.4

0.6 B

0.4} b

Figuur 1: Grafiek van 1//(1 — w?)? + w?.

1.5 Inhomogene differentiaalvergelijkingen voor vec-
torwaardige functies

Laten we nu ook de differentiaalvergelijking (1),
V() + a1’ (t) + agu(t) = ult),

eens omzetten in een eerste orde differentiaalvergelijking voor een vector-
waardige functie. Daartoe schrijven we



Dan is

%F(t) —AF(t) = ( v ) > = G).

V"(t) + a0’ (t) 4+ apu(t)
We zien dat de differentiaalvergelijking (1) equivalent is met

d
ZF(t) = AF(t) = G(1). 8)

Neem, als in Paragraaf 1.3, aan dat a? — 4ag # 0 is en laat A\; en )y de
eigenwaarden van A zijn en ¢; en v5 de bijbehorende eigenvectoren. Dan kan
men gemakkelijk nagaan dat

Q) = 25 ult) (5 — ).

Merk nu op dat voor elk complex getal o geldt:

d t t d t t
— (™) — A(e™vy) = (—e™)v; — e AU
() — AT) = (e — e A,
= ae™t; — M\ = (a0 — \)e™ty
Dit laat zien dat, als o # A is, de vectorwaardige functie V (t) = a_l/\l e

voldoet aan p
EV(t) —A V(t) = €at171 .

Natuurlijk geldt er net zo'n resultaat voor de eigenwaarde Ay en de bijbeho-
rende eigenvector vs.
Hieruit volgt dat als u(t) = €™ met o # \; en a # Ay, dan is de vector-
waardige functie
_ 1 at = 1 at —
F) = oo €0~ amta € 02
een speciale oplossing van (8). Ga na dat dit eigenlijk gewoon hetzelfde
resultaat is als in Stelling 1.2.
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2 Eigenwaarden en eigenvectoren van
matrices

2.1 Definities van eigenwaarde en eigenvector

In deze paragraaf is n een positief geheel getal en is A een n X n-matrix van
complexe getallen.

Men zegt dat een complex getal A een eigenwaarde van A is als er een
vector v € C" is zodat

v #0 en  Av=Av. 9)

De vector v noemt men dan een eigenvector van A bij de eigenwaarde \.

Merk op: als v een eigenvector is bij de eigenwaarde A\, dan is voor elk com-

plex getal z # 0 de vector zv ook een eigenvector bij de dezelfde eigenwaarde.
De vergelijking Av = Av is ook te schrijven als

(A= AX)v = 0, (10)

waarbij I de n x n-eenheidsmatrix is (d.w.z. [ heeft n 1’en op de diagonaal
en buiten de diagonaal alleen maar 0’en). Als A\ een eigenwaarde is van de
matrix A noemt men de verzameling van oplossingen v van de vergelijking
(10), inclusief de oplossing 0, de eigenruimte van A bij de eigenwaarde A. De
eigenvectoren zijn dus de vectoren # 0 in de eigenruimte.

Men kan de vergelijking (10) zien als een stelsel van n homogene lineaire
vergelijkingen in n onbekenden (nl. de componenten van v). Dit stelsel heeft
een oplossing v # 0 precies dan als de matrix A — I niet inverteerbaar is;
en dat op zijn beurt geldt precies dan als de determinant van die matrix 0
is. Zo zien we

A is een eigenwaarde van A & det(A— M) =0 (11)

Men noemt det(A—\I) het karakteristieke polynoom van A, en de vergelijking
det(A — AI) = 0 de karakteristieke vergelijking.

Dit leidt ertoe dat men in de praktijk vaak eerst de eigenwaarden bepaalt
door de vergelijking in (11) op te lossen, en dan vervolgens per eigenwaarde de
eigenvectoren bepaalt door het stelsel lineaire vergelijking (10) op te lossen.
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2.2 Voorbeelden van eigenwaarden en eigenvectoren

1. Neem de 2 X 2-matrix A = ( L2 > Dan is

2 3
1—A 2
det(A—AI) = det( 5 3_/\)
= (1-NB-))—4 =\ —4\-1.

Het karakteristieke polynoom is dus A2 — 4\ — 1. De oplossingen van
de karakteristicke vergelijking A\* —4X — 1 = 0 zijn (4 4+ V42 +4). De
eigenwaarden zijn \; = 2 + V5en Ay =2 — /5.

De eigenvectoren bij de eigenwaarde A; vindt men door op te lossen
—-1-v5 2 vy [0
2 1-+/5 ve )\ 0

(—1 — \/5)’01 -+ 2’02 =0
201 + (1 — VB = 0

(2)20(%<1+1¢5>>’

met ¢ een willekeurige complexe constante # 0; d.w.z. elke waarde van
c geeft één eigenvector bij de eigenwaarde \;.

Dus

Op dezelfde manier vindt men voor de eigenvectoren bij de eigenwaarde

A2
1
C(%(l—\/g))’ met c€C, c#0.

Tot slot kan men nog opmerken dat voor \ # \;, Ay de matrix A — A\
wel inverteerbaar is:

o [(1=x 2 T 1 3—A -2
(A=AD) _( 2 3—)\) TN A1\ -2 1= )¢

17



_; § ) is A2 — 4N+ 7.
De eigenwaarden zijn A\; = 2 4+ iv3 en Ay = 2 — iv/3. De eigen-

2. Het karakteristieke polynoom van de matrix (

1
vectoren bij de eigenwaarde Ay resp. Ay zijn ¢ ( %(1 +iv3) ) resp.

1
c ( %(1 —iV3) ) met ¢ een complex getal # 0.

Opmerking. Zoals dit voorbeeld laat zien hoeven de eigenwaarden
van een matrix met reéle componenten niet noodzakelijkerwijs reéle
getallen te zijn. Voor een algemeen bruikbare theorie van eigenwaarden
en eigenvectoren is het noodzakeligk dat men complexe getallen toelaat
en gebruikt!

1 2
. Voor de 3x3-matrix A= | 2 3 is het karakteristieke polynoom
31

N — W

1-Xx 2 3
det(A— ) = det 2 3-X 1
3 1 2-X
= (1-=NB-N2-A)+6+6-938-21) —4(2-)) - (1-2)
= —X>+6X% + 31— 18.

Het is in het algemeen vrij moeilijk om zonder een computer de nulpun-
ten van een derdegraads polynoom te berekenen. In dit geval hebben
we echter geluk: als je goed naar de matrix A kijkt zie je dat in elke
rij de som van de getallen 6 is. Dat betekent dat de vector G) een

eigenvector is bij de eigenwaarde 6. Dus is 6 een nulpunt van het ka-
rakteristieke polynoom. Als je dit eenmaal weet, kun je gemakkelijk
verder rekenen:

SN AT H3A—18 = —(A—6)(A2=3) = —(A—6)(A—V3)(A+3)

De eigenwaarden zijn dus Ay = 6, Ay = /3, A3 = —V/3. De eigen-
vector(en) bij de eigenwaarde A; kennen we al. Het berekenen van de
eigenvectoren bij de eigenwaarden \s en A3 wordt als een instructieve
opgave overgelaten aan de lezer. %
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2.3 Definitie van diagonaliseerbaar

In deze paragraaf is n een positief geheel getal en is A een n X n-matrix van
complexe getallen.

Men zegt dat de matrix A diagonaliseerbaar is als er zijn een inverteerbare
n X n-matrix S en een diagonaalmatriz D zodat

A=SDS™t. (12)
Met
)\1 0 0 S11 +++ ... Sin
_D: 0 )\2 , S:
' 0
0O ... 0 X\, Spl - - Snn

komt vergelijking (12) — of beter gezegd de daarmee equivalente vergelijking
AS = SD — neer op

81j Slj

A : =\ : voor j=1,...,n. (13)

Snj Snj

Dit betekent dat A, ..., \, de eigenwaarden van A zijn en dat de j-de kolom
van de matrix S een eigenvector bij de eigenwaarde A; is.

Opmerking. Diagonaliseerbaarheid is een serieuze voorwaarde voor A; niet
tedere n X n-matriz is diagonaliseerbaar

2.4 Voorbeelden van diagonaliseerbare matrices

1. Het karakteristieke polynoom van de 2 x 2-matrix A = ( (1) 1 ) is

(1 — X)2. Dit betekent dat 1 de enige eigenwaarde is, maar die heeft
dan wel multipliciteit 2. De eigenvectoren worden berekend met

(o) (2)=(0)
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De eigenvectoren zijn dus (8) met ¢ een complex getal # 0. Dit kunnen

nooit de kolommen zijn van een inverteerbare 2 x 2-matrix S !

Dus is deze matrix A niet-diagonaliseerbaar.

2. In voorbeeld 1 in paragraaf 2.2 hebben we de eigenwaarden en eigen-

; § ) berekend. Het resultaat van die

berekening kan men ook schrijven als

vectoren van de matrix A = <

(3 g)(%uiﬁ) %(1—1@) -
- (%<1+1¢3> %(1—1@)(%0% 2—0¢5>

oftewel A = S D S™! met

S = 1 1 D — 2++5 0
T\ la+Vvh) a-vE) ) T 0 2-v5 )"
Dus is de matrix A in dit voorbeeld diagonaliseerbaar.

3. In voorbeeld 2 in paragraaf 2.2 hebben we de eigenwaarden en eigen-

vectoren van de matrix A = < _é g > berekend. Het resultaat van

die berekening kunnen we ook schrijven als A = S D S~ met

o= (%(1+1N§) %(1—1N§)>’ v (Hoiﬁ 2‘2\/3)'

Dus is de matrix A in dit voorbeeld diagonaliseerbaar. &

2.5 Toepassing op differentiaalvergelijkingen

In deze paragraaf onderzoeken we, analoog aan (4), de differentiaalvergelij-
king
d
dt
met A een diagonaliseerbare n X n-matriz, mogelijk met componenten in
C, en F(t) een vectorwaardige functie met n, mogelijk complexwaardige,
componenten.

F(t) = AF(t) (14)
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Omdat A diagonaliseerbaar is, zijn er een inverteerbare n X n-matrix S
en een diagonaalmatrix D zo dat

A=SDS.

Wanneer we nu beide leden van Vergelijking (14) van links vermenigvuldigen
met de matrix S~ en gebruiken dat de componenten van de matrix S1
constant zijn (d.w.z. niet athangen van t), dan vinden we

d
aG(t) = DG({) met G(t) = STF(t). (15)
D is een diagonaalmatrix en G(t) is een vectorwaardige functie met n com-

ponenten, zeg

MO .0 a1 (0)
p=| "M T G-

s 0 :

0 ... 0 X\, gn(t)

Differentiaalvergelijking (15) blijkt gewoon neer te komen op

d .
agj(t) = \jgj(t)  voor j=1,....n,

en is dus eenvoudig op te lossen:
gi(t) = g;(0)ed" voor j=1,...,n.

Schrijf nu v\¥) voor de j-de kolom van de matrix S. Dan is vU) een eigenvector
van A bij de eigenwaarde \;. Verder is F'(t) = S G(t) en dus

F(t) = g1(0)eM'v + g,(0)e*'v® + ... + g, (0)er tv™ (16)
Hiermee is de differentiaalvergelijking (14) dus opgelost. Bovendien zien we

F(0) = (v + g,(0)v® + ... + g, (0)v™;

d.w.z.: de constanten g1(0),...,g,(0) zign de coéfficiénten wanneer de vec-
tor F(0) geschreven wordt als een lineaire combinatie van de eigenvectoren
v . v yan A. Om deze constanten te berekenen moeten we een stelsel

van n lineaire vergelijkingen in n onbekenden oplossen.

Dit is onmiskenbaar een goede generalisatie van het werk in Paragraaf 1.3.
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3 De warmtevergelijking op een interval

3.1 De warmtevergelijking en de oplosmethode

Een partiéle differentiaalvergelijking voor een functie u(x,t) van 2 variabelen,
x en t, is een relatie tussen de functie en z'n partiéle afgeleiden. In deze
paragraaf bekijken we de partiéle differentiaalvergelijking

ou 0%u
a = CL@ s (17)

waarin a een positief reéel getal is. Vaak schrijft men deze vergelijking als
Ut = AQUgy ,

waarbij het subscript aangeeft naar welke variabele en hoe vaak men diffe-
rentieert.

Vergelijking (17) wordt de warmtevergelijking genoemd omdat hij de tem-
peratuurontwikkeling in een 1-dimensionale staaf beschrijft. Daarbij is dan
x de plaatscoordinaat, ¢ is de tijdcodrdinaat, a is een materiaalconstante en
u(zx,t) is de temperatuur op plaats = en tijdstip ¢t. We zijn geinteresseerd in
een staaf met lengte L en nemen daarom 0 < z < L. Ook nemen we t > 0.

We zijn alleen geinteresseerd oplossingen die aan de zgn. randvoorwaarden
en beginvoorwaarden voldoen. De randvoorwaarden hebben betrekking op
u(0,t) en u(L,t) voor alle t > 0. De beginvoorwaarden hebben betrekking
op u(z,0) voor alle x in het interval [0, L]. In deze paragraaf bestuderen we
de warmtevergelijking (17) met de rand- en beginvoorwaarden

uw(0,t) = u(L,t) =0 voor alle ¢t >0, (18)
u(x,0) = g(z) voor alle 0<x< L. (19)
Hierin is g(x) een gegeven functie die de initiéle temperatuurverdeling aan-

geeft. We nemen aan dat g(z) een “voldoende nette functie” is.
Eerst onderzoeken we of er oplossingen zijn van (17) van de vorm

u(z,t) = X(x)T(t) (20)

d.w.z. oplossingen waarbij u het product is van een functie van z alleen en
een functie van t alleen. Men noemt deze werkwijze wel de methode van
scheiding van variabelen.
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Omdat, met de notaties 7= d%T en X" 1= L X,

T da?

O X@rw) = Xy, Zx@re) = X1,

wordt de warmtevergelijking in dit geval

. ) X'"(x)
X t) = aX"(x)T(t ftewel Y _ :
@0 = aX'@T(0).  oftewel = S
Het rechterlid van deze laatste vergelijking hangt alleen af van x maar niet
van t, terwijl het linkerlid alleen afhangt van ¢ en niet van x. Dit kan slechts
als beide leden constant zijn, d.w.z. als voor een zekere (reéle) constante A

1) = AaT(t), (21)
X'x) = AX(x). (22)

Hiermee is het probleem teruggebracht tot twee differentiaalvergelijkingen
van elk één variabele, die aan elkaar gekoppeld zijn door de constante \.
Zoals bekend worden de oplossingen van (21) voor elke A gegeven door

T(t) = cre™™

met een constante ¢; € R, en worden de oplossingen van (22) voor A # 0
gegeven door
X(x) = 2™ 4 cze VA (23)

voor zekere constanten ¢ en ¢;. Als A < 0 is, is VA een complex getal en
zijn 00k ¢ en c¢3 complex. Als A = 0 worden de oplossingen van (22) gegeven
door

X(z) =co+ 3z (24)

met ¢y, c3 € R.

Zo krijgen we talrijke oplossingen (afhankelijk van de keuze van A en van
de constanten ¢y, ¢z, ¢3) voor de differentiaalvergelijking (17). Welke van deze
oplossingen voldoen aan de randvoorwaarde (18)?

Dan moet dus

X0)T'(t)=X(L)T'(t)=0  voorallet>0.

Dit betekent dat 6f T'(t) = 0 voor alle ¢t > 0 6f X(0) = X (L) = 0.

23



Het geval T'(t) = 0 voor alle t > 0 leidt tot de triviale oplossing, waarbij
u(z,t) = 0 voor alle x,¢t. Daarom richten we onze aandacht op de andere
mogelijkheid: X (0) = X (L) = 0.

Als A = 0 leert (24) dat ¢ = X(0) =0 en ca + 3L = X(L) = 0. Dus
o =c3=0en X(x) =0 voor alle z. Dit leidt weer tot de triviale oplossing.

Als X # 0 leert (23) dat ¢ + ¢35 = X(0) = 0 en cpelV> 4 ¢cgeDVA =
X(L)=0. Dus ¢3 = —c2 en

ea(ePV — eV = 0.
Uit deze laatste gelijkheid volgt 6f ¢o = 0 (hetgeen weer leidt tot de triviale
oplossing) 6f

eIV = e‘Lﬁ, m.a.w. VA =1

Uit de theorie van complexe getallen weten we dit impliceert dat
2LV =2mik  met  keEZ.
Dus
w2k?
12
Met deze A, hebben we

A= — voor een geheel getal k #£ 0. (25)

T(t) = cle_(T) at

X(z) = e <eiﬂfk$ — e_i%a”) = 2icysin (ZEz) .
Dus voldoet de functie
k\2
ug(z,t) = e () ot i (ZE2) (26)

zowel aan de differentiaalvergelijking (17) als aan de randvoorwaarde (18).
Merk op dat ug(z,t) = 0 en u_g(x,t) = —ug(z,t) voor alle z,t, k. Het is
daarom voldoende om verder alleen te werken met de functies uy(z,t) voor
positieve gehele getallen k.

We krijgen nog meer oplossingen van de differentiaalvergelijking (17) die
ook voldoen aan de randvoorwaarde (18) door superposities (d.w.z. lineaire
combinaties) te nemen van de functies uy(x,t) met k > 1:

u(z,t) = Zbkuk(x,t) = Zbk e~ (F) et gin (%) (27)
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Zo'n lineaire combinatie voldoet ook nog aan beginvoorwaarde (19) precies
dan als

g(x) = Z besin (ZEx) vooralle 0<x<L.
k=1
Het probleem is hiermee teruggebracht tot de vragen:

e Hoe moeten we omgaan met sommen waarbij oneindig veel termen
moeten worden opgeteld?

e Aan welke voorwaarden moet de functie g(z) voldoen opdat g(z) inder-
daad zo’n lineaire combinatie is van de functies sin (%ka:) met k > 17

e Hoe kunnen we de coéfficiénten b, berekenen?

We zullen deze vragen beantwoorden met Fouriertheorie; zie Paragraaf 7.7.2.

3.2 Opmerkelijke overeenkomsten

Lp() = AF() (14)

Su(z,t) = aaa—;u(%t) (17)
Av = \v (9)

%X(x) = /\X(ZL’) (22)

F(t) = Y g(0)ev® (16)

u(z,t) = Zbk () at gin (ZEz) (27)

Tabel 2: Overeenkomsten tussen Paragraaf 2.5 en Paragraaf 3.1.
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Tabel 2 toont enkele opmerkelijke overeenkomsten tussen de paragrafen
2.5 en 3.1. Dit laat zien dat achter de oplosmethode voor de warmteverge-
lijking ook een verhaal over eigenwaarden en eigenvectoren zit. Bij nader
inzien is er echter een verschil in de manier waarop men de eigenwaarden en
eigenvectoren berekent.
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4 Lineaire ruimten met een inproduct

4.1 Meetkundige achtergrond van Inproduct

In eerste intuitieve benadering kan men zeggen dat een wvector iets is met
grootte en richting. Men komt vectoren tegen in de natuur(-kunde) als krach-
ten, snelheden, verschuivingen. Vectoren neemt men vooral waar doordat ze
iets doen met objecten: een kracht werkt op een object; een object heeft
snelheid; een object is verschoven. Het was een belangrijke ontdekking, toen
men begreep hoe twee vectoren ¢ en @ (van dezelfde soort) die beide gelijk-
tijdig op een object O werken, gezamenlijk hetzelfde effect hebben als één
vector, die men noteert als v+ @ en die eenvoudig kan worden beschreven
wanneer men U en w modelleert als pijlen uitgaande van O; zie Figuur 2.

U+ W

)

wq U1
Figuur 2: De som U + @ wvan de vectoren v en W is de diagonaal in het

parallellogram met zijden U en 0.

Laat nu a = ||v]|, b = ||||, ¢ = |7+ || de lengtes zijn van respectievelijk
de vectoren ¥, w en v + w. Dan leert de Stelling van Pythagoras, toegepast
in het middelste plaatje in Figuur 2:

A =d+(e+b)? =d +e*+b+2eb = a®>+ b + 2abcosp.
De Stelling van Pythagoras, toegepast in het rechter plaatje in Figuur 2 geeft:
¢ = (v w)’+ (v2+w2)® = v + 201w + Wi + V3 + 2vws + W)
= a®+ b+ 2(vywy + vwy) .
We definiéren nu het inproduct (v, w) van de vectoren ¥ en w door:

(W, @) = (|0 +a)* — (|9 — [|l]|*). (28)
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Dan laten de bovenstaande berekeningen bij Figuur 2 zien dat

(0,@) = 7] l@] cos e, (29)
= VW1 + VW2 . (30)
Wanneer men Formule (28) toepast voor twee vectoren ¢ en  in R? die wor-

den gegeven door hun coordinaten t.o.v. een Cartesisch coordinatenstelsel,
U = (v1,v2,v3) en W = (wq, wy, w3), dan vindt men voor het inproduct

<17, U_f> = VW1 + VW2 + V3Ws3 . (31)

Uit Formules (28), (29), (30) en (31) leidt men gemakkelijk de volgende
eigenschappen af voor het inproduct tussen vectoren in R? (resp R3):
voor alle vectoren ¥, w,u en reéle getallen r geldt

@5 = | )
(0,9) > 0 als 7#0 (positiviteit)
(U,) = 0 < U end staan loodrecht op elkaar
(T, )| < |9 || (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz)
(U,w) = (w,0) (symmetrie)
(U, +w) = (U,U) + (U, ) (additiviteit)
(rv,wy = r(V,w) (homogeniteit)

4.2 Definitie van lineaire ruimte
Zoals gebruikelijk schrijven we R voor de verzameling van de reéle getallen
en C voor de verzameling van de complexe getallen.

Een lineaire ruimte over R (respectievelijk, over C) is een verzameling

V voorzien van de volgende strukturen

e cen regel ‘optelling” om aan ieder tweetal elementen v,w € V een ele-
ment v +w € V (de som van v en w) toe te voegen

e cen regel ‘scalarvermenigvuldiging’ om aan iedere v € V en r € R
(respectievelijk r € C) een element rv € V (het product van r en v)
toe te voegen

e cen regel ‘tegengestelde’ die aan iedere v € V' een element —v € V' (de
tegengestelde van v) toevoegt
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e cen element 0 € V' (het nulelement)

zodat voor alle u,v,w € V en alle r,s € R (respectievelijk r,s € C) de
onderstaande gelijkheden gelden

(u+v)+w = u+ (v+w) (associativiteit optelling)

ut+v = v+tu (commutativiteit optelling)
O+v = v (neutraal element optelling)

v+ (—v) = 0 (inverse voor optelling)

rlu+v) = ru+rv (distributiviteit)

(r+su = ru+su (distributiviteit)
r(sv) = (rs)v (associativiteit vermenigvuldiging)

lv = v (neutraal element vermenigvuldiging)

Opmerking. Vaak wordt de term vectorruimte (vector space) gebruikt voor
wat wij hier een lineaire ruimte noemen. De elementen van zo'n vectorruimte
worden dan vectoren genoemd. Wij geven hier de voorkeur aan de iets neu-
tralere term lineaire ruimte omdat we vooral geinteresseerd zijn in ruimten
waarvan de elementen van nature functies zijn. Afhankelijk van de context
zullen we de elementen van een lineaire ruimte “vector” of “functie” noemen.

4.3 Voorbeelden van lineaire ruimten

1. In het eerste jaar spelen de vectorruimten R?, R?, R, C" een hoofdrol.
De elementen van R? zijn drietallen (aq, as, az) van reéle getallen, die
men componentsgewijs optelt en met een reéle scalar vermenigvuldigt:

(ay,as2,a3) + (b1,ba,b3) = (a1 + by, as + ba, az + bs)
r(ay,a9,a3) = (ray,ras,ras)

2. In de Quantummechanica kijkt men naar lineaire ruimten waarvan de
elementen reéelwaardige functies zijn op een verzameling U, die men
puntsgewijs optelt en met een reéle scalar vermenigvuldigt:

Voor twee functies f, g : U — R en een scalar r € R definiéren we de
functies f+g enrf:U — R door

(f+9)(x) = f(z)+g(x), (rf)(z) =rf(z) voor elke z € U.
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We zullen vaak kijken naar het geval waarin U een interval is in R,
mogelijk links of/en rechts onbegrensd.

Zo nu en dan zullen we ook complexwaardige functies bekijken op een
reéel open interval U. Die vormen dan een lineaire ruimte over C.

In andere voorbeelden, waar we hier weinig aandacht aan besteden,
maar die in de natuurkunde toch ook heel belangrijk zijn, is U een
deelverzameling van R? of R3.

3. Wanneer men in het vorige voorbeeld voor U neemt de verzameling
{1,2,3,...,n}, dan vindt men in feite gewoon de lineaire ruimte R".

4. Neemt men voor U de verzameling {0, 1,2, 3, ...} van alle niet-negatieve
gehele getallen, dan zijn de elementen van de bijbehorende lineaire
ruimte precies de (oneindige) rijen {a,},>0 van reéle (c.q. complexe)
getallen.

4.4 Definitie van lineaire deelruimte

Zij V een lineaire ruimte over R (resp. over C) en W een deelverzameling van
V. Dan is W een lineaire deelruimte van V als voldaan is aan de volgende
drie voorwaarden

1. De verzameling W is niet leeg.
2. Als v en w elementen zijn van W dan is ook v +w € W.

3. AlsveWisenr €R (resp. r € C) dan is rv € W.

Opmerkingen.

1. Per definitie bevat V' een element 0. Men kan de eis dat W niet leeg
mag zijn, vervangen door de eis dat dit element 0 in W moet liggen.

2. In de bovenstaande definitie zijn v +w en rv a priori elementen van V.
De extra eis is dat ze in feite in W liggen.

3. Als W een lineaire deelruimte is van een lineaire ruimte V dan is W
zelf ook een lineaire ruimte, met de van V' geérfde regels voor optelling,
scalarvermenigvuldiging, tegengestelde en nulelement.
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4.5

Voorbeelden van lineaire deelruimten

Een lineaire deelruimte van V' bestaat uit elementen van V' die een aantal
extra eigenschappen hebben. Hieronder staan voorbeelden van lineaire deel-
ruimten voor het geval dat V' de lineaire ruimte is van alle reéelwaardige
functies op een open interval U C R

1.

De verzameling van alle continue functies op U is een lineaire deel-
ruimte van V; immers, de nulfunctie is continu, de som van twee con-
tinue functies is continu en ieder veelvoud van een continue functie is
continu.

De verzameling van alle differentieerbare functies op U is een lineaire
deelruimte van V'; immers, de nulfunctie is differentieerbaar, de som van
twee differentieerbare functies is differentieerbaar en ieder veelvoud van
een differentieerbare functie is differentieerbaar.

. Voor ieder positief geheel getal k is de verzameling van alle k-maal

continu differentieerbare functies op U een lineaire deelruimte van V;
immers, ........ . Deze ruimte noteert men vaak als C*(U).

. De verzameling van alle willekeurig vaak differentieerbare functies op U

is een lineaire deelruimte van V; immers, ........ . Deze ruimte noteert

men vaak als C>°(U).

. Als a € U een gegeven punt is, dan is de verzameling van alle functies

f:U — R die in a nul zijn (d.w.z. f(a) = 0) een lineaire deelruimte
van V; immers, ..... .

Daarentegen is de verzameling van alle functies f : U — R die in a de
waarde 1 hebben (d.w.z. f(a) = 1) niet een lineaire deelruimte van V/;
bijvoorbeeld omdat de nulfunctie in a niet de waarde 1 heeft.

Men zegt dat een functie f : U — R begrensd is, als er een constante
M € R is zodat voor elke z € U geldt |f(z)| < M; merk op dat hier
de constante M van de functie f athangt.

De verzameling van alle begrensde functies op U is een lineaire deel-
ruimte van V'; immers, de nulfunctie is begrensd; als f en g begrensde
functies zijn, zeg |f(z)| < M; en |g(z)| < My voor elke x € U, dan
is |f(x) + g(x)] < |f(x)] + |g(z)| < My + My voor elke x € U, d.w.z.
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10.

11.

f+gis een begrensde functie. Net zo bewijst men: als f een begrensde
functie is en r € R, dan is de functie r f begrensd.

. Als U het open interval (p,q) = {z € R|p < x < ¢}, dan is de

verzameling van alle functies f : U — R waarvoor lim,, f(z) bestaat
als reéel getal, een lineaire deelruimte van V.

De verzameling van alle functies f : U — R waarvoor lim,, f(z) =0
is, is eveneens een lineaire deelruimte van V.

Daarentegen, is de verzameling van alle functies f : U — R waarvoor
lim,y, f(x) = 1 is, niet een lineaire deelruimte van V.

Drie varianten op het vorige voorbeeld:
® ¢ mag oo zijn;

e Dbekijk lim,|, f(x) i.p.v. limgy, f(2);
e 00k p = —00 mag.

7ij T een positief reéel getal. Men zegt dat een functie f : R — R
periodiek is met periode T (of kortweg T-periodiek) als voor alle z € R

geldt f(x +T) = f(x).
De T-periodieke functies vormen een lineaire deelruimte van V' (in dit
geval is U = R).

ZijU=RofU={zeR|—a<zx<alofU={zeR| —a<z<a}
met a € R, a > 0.

Men zegt dat een functie f op U een even functie is als voor alle z € U
geldt f(—z) = f(z). De even functies vormen een lineaire deelruimte
van V.

Men zegt dat een functie f op U een oneven functie is als voor alle
x € U geldt f(—xz) = —f(z). De oneven functies vormen een lineaire
deelruimte van V.

Zij n een geheel getal > 0. Een polynoom? van graad < n is een functie
P(z) waarvan de waarde in x kan worden berekend met een formule
van de vorm

P(z) = ap2" 4+ ap12™ '+ 4 a2’ + a7 + ag,

2in het Nederlands wordt een polynoom ook vaak veelterm genoemd
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12.

waarbij a,, ..., ay gegeven reéle getallen zijn, die men de coéfficiénten
van het polynoom P(z) noemt. Een polynoom wordt dus volledig vast-
gelegd door zijn coéfficiénten. Als a,, # 0 is zegt men dat het polynoom
graad n heeft.

Er is een kleine merkwaardigheid in deze terminologie omdat het nulpo-
lynoom, waarvan alle coéfficiénten 0 zijn, geen graad heeft, maar wel
een polynoom met graad < n is.

We noteren de verzameling van alle polynomen met graad < n als Pol,,.
Deze bestaat dus uit het nulpolynoom en alle polynomen met graden
0,1,...,n—1,n. We noteren de verzameling van alle polynomen zonder
beperking op hun graad als Pol..; dus:

Pol,, = G Pol,, .
n=0

Merk op dat ieder element van Pol,, een polynoom is met toch maar
eindig veel termen; we laten ons er alleen niet over uit hoeveel dat er
zijn.

Voor elk geheel getal n > 0 is Pol, is een lineaire deelruimte van de
lineaire ruimte Pol,, 1. Ook is Pol, een lineaire deelruimte van de line-
aire ruimte C°°(U) uit Voorbeeld 4 hierboven. Ook Pol, is een lineaire
deelruimte van C*(U).

Omdat een polynoom van graad < n volledig wordt vastgelegd door
zijn coéfficiénten a,,, ..., ag en de enige beperking op de coéfficiénten is
dat het reéle getallen moeten zijn, is de lineaire ruimte Pol,, “hetzelfde”
als R""!. De juiste terminologie i.p.v. “hetzelfde” is:

de lineaire ruimte Pol,, is isomorf met de lineaire ruimte R™*.

Pol., is niet isomorf met de lineaire ruimte van alle rijen {a;};>o van
reéle getallen uit Voorbeeld 4 in Paragraaf 4.3. Pol,, is isomorf met de
lineaire ruimte van alle rijen {a;};>0, die voldoen aan de beperking dat
er een getal n is zodat a; = 0 voor j > n.

De doorsnede W7 N W5 van twee lineaire deelruimten W5 en Ws is ook
weer een lineaire deelruimte van V.

Dit betekent dat men deelruimten van V' kan maken waarvan de ele-
menten voldoen aan een aantal van de voorwaarden uit de voorgaande
voorbeelden.
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Zo is de verzameling van alle begrensde tweemaal continu differentieer-
bare functies f : (0, 00) — R die voldoen aan f(1) = 0en lim f(z) =0

een lineaire deelruimte van V.

4.6 Definitie van inproduct op een lineaire ruimte
4.6.1 Lineaire ruimten over R

Zij V een lineaire ruimte over R. Een inproduct op V is een functie
(,):VxV—R,

d.w.z. een regel om aan ieder tweetal elementen v,w € V een reéel getal
(v, w) toe te voegen, zodat voor alle u,v,w € V en r € R is voldaan aan de
volgende eisen

(v,w) = (w,v) (symmetrie)

(vyu+w) = (v,u)+ (v,w) (additiviteit)
(ro,w) = r{v,w) (homogeniteit)

(v,v) > 0 als v#0 (positiviteit)

4.6.2 Lineaire ruimten over C

Zij V een lineaire ruimte over C. Een inproduct op V is een functie
(,):VxV—C,

d.w.z. een regel om aan ieder tweetal elementen v,w € V een complex getal
(v, w) toe te voegen, zodat voor alle u,v,w € V en r € C is voldaan aan de
volgende eisen

(v,wy = (w,v) (symmetrie)

(v,u+w) = (v,u)+ (v,w) (additiviteit)
(ro,w) = r{v,w) (homogeniteit)

(v,v) > 0 als v#0 (positiviteit)

Symmetrie impliceert in het bijzonder dat (v,v) = (v,v) en dus dat (v,v)
een reéel getal is. Bij de positiviteitseis gaat het dus om het positief zijn van
een reéel getal!
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Opmerkingen.

1. Uit de homogeniteit volgt, zowel in het reéle als in complexe geval, dat
(0,0) = 0.

Omgekeerd betekent de positiviteitseis dat als voor een vector v geldt
(v,v) =0, dan moet v = 0 zijn.

2. Uit de symmetrie en additiviteit volgt, zowel in het reéle als in complexe
geval, dat

(u+v,w) = (u,w) + (v,w) voor alle u,v,w €V

3. Uit de symmetrie en homogeniteit volgt in het reéle geval dat
(v,rw) = r{v, W) voor alle v,weV, rekR,
en in het complexe geval dat

(v,rw) =7T(v, W) voor alle v,weV, reC.

4. Waarschuwing: In plaats van de bovengegeven definitie van “homo-
geniteit” wordt ook vaak in het complexe geval de alternaticve definitie

(v,rw) = (v, W) voor alle v,weV K reC
genomen. In dat geval is dan vanwege de symmetrie-eis
(rv,w) = 7(v,w) voor alle v,weV, reC.

Men mag de beide definities beslist niet door elkaar gebruiken! Bij het
vergeligken of combineren van resultaten uit verschillende boeken moet
men altijd controleren dat ze dezelfde definitie van “homogeniteit van
het inproduct” gebruiken!

Aanvullende definities en resultaten.

De hierna gedefinieerde begrippen norm en loodrechte stand worden in het
reéle en het complexe geval door dezelfde formules gegeven. Vandaar dat in
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deze definitie niet apart wordt gerefereerd aan R of C. Voor de meetkundige
achtergrond van de gebruikte termen zie Paragraaf 4.1.

Zij V een lineaire ruimte met een inproduct (, ). Dan wordt de norm
|| v | van een element v € V' gedefinieerd door

v ll= v/ (v, ). (32)

Merk op dat (v, v) een reéel getal > 0 is en we ook de wortel > 0 kiezen. Een
andere veel gebruikte naam voor norm is lengte.
Men zegt dat twee elementen v, w € V' loodrecht op elkaar staan als

(v,w) =0. (33)

In elke ruimte met inproduct geldt de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz:
[{w, )| <||w ||| v voor alle w,v € V. (34)
De afleiding van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz is in feite eenvoudig en geeft bo-
vendien extra inzicht. Laten we daarom die afleiding hier eens bekijken. Gegeven zijn

twee vectoren v,w € V. Als een van hen de nulvector is, is de ongelijkheid trivialerwijze
correct. Daarom kunnen we nu aannemen v # 0. Laat

Het getal t is zo gekozen dat
(w—tv,v) = (w,v) — t{v,v) = 0.

Dan is w = tv + (w — tv) en dus

(w, w) (tv, tv) + (w — tv, tv) + (tv,w — tv) + (w — tv,w — tv)
= (tv,tv) + 0+ 0+ (w — tv,w — tv)

[t (v, v).

v

Hieruit volgt
[wlP[lol* = (w, w){v,v) > [(w,v)[*.

4.7 Voorbeelden van lineaire ruimten met inproduct

In de opgaven zal worden nagegaan dat de hiernavolgende voorbeelden in-
derdaad inproducten geven.
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. Het standaard inproduct op R?* wordt gegeven door

((v1,v2), (w1, wa)) = viwy + vaws.

. Het standaard inproduct op C* wordt gegeven door

((v1,v2), (w1, ws)) = V1] + V2W3.

. Definieer voor (v, v3), (w1, ws) € R

((v1,v2), (w1, ws)) = 2v1w1 + 3vawy — ViWy — Vowy.

Dit is een inproduct op R2.

. Neem de lineaire ruimte C°([—1,1]) van alle continue regelwaardige
functies op het gesloten interval [—1, 1]. Definieer voor f, g € C°([—1,1])

(f,9) = /1 f(z)g(z)dz.

Dit is een inproduct op C°([—1,1]).

. Neem de lineaire ruimte C°([—1,1]) van alle continue regelwaardige
functies op het interval [—1, 1]. Definieer voor f,g € C°([—1,1])

(fig)= /_11 f(x)g(z)V1 — x2d.

Dit is een inproduct op C°([—1,1]).

. Neem de lineaire ruimte Pol,, bestaande uit alle polynomen. Definieer
voor twee polynomen f en g

(f.9) = /_OO f(x)g(x)e*‘”Qd:c.

Dit is een inproduct op Pol.
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4.8 Projecties

Het is een welbekend klassiek meetkundig feit, dat wanneer men bij een
gegeven lijn L in een vlak V' en gegeven punt P in V' de afstand van P tot
L moet bepalen, men een lijn L’ door P moet nemen die loodrecht staat op
L. Als @ het snijpunt van L en L’ is, dan is de afstand van P tot () kleiner
dan de afstand van P tot enig ander punt R van L. Voor het geval dat het
punt P niet op de lijn L ligt, wordt dit geillustreerd in Figuur 3. Maak zelf
een tekening voor het geval dat P wel op L ligt.

P

Ll
Figuur 3:

Algemener, laat V' een lineaire ruimte (over R) zijn met een inproduct.
In V' zijn gegeven een vector p en een lineaire deelruimte L. Zij q de vector
in L, zodanig dat de vector p — q loodrecht staat op alle vectoren in L. Voor
iedere vector r in L ligt dan ook de vector q — r in L (omdat L een lineaire
ruimte is) en is dus (p — q,q —r) = 0. Als bovendien r # q is, dan is
lg —r||? > 0 en is dus (zie ook Figuur 3)

lp—r* = llp—all* + lla—rl* + 2(p—a.q—1) > [Ip—ql,

d.w.z.
lp—r| > [[p—d.

CONCLUSIE: De beste benadering van p door een element van L is uniek
bepaald en wordt gegeven door de oplossing q van de volgende vergelijkingen

qel en (q—p,w) =0 wvooralle weL. (35)
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Om verder te gaan hebben we een (efficiénte) beschrijving nodig van de
elementen van L. We veronderstellen daarom dat we beschikken over de
volgende gegevens:

Gegeven zijn vectoren wy, ..., Wy in L zo dat elke vector w in L op precies
€én manier te schrijven is als een lineaire combinatie van wq, ..., Wy;
d.w.z. er zijn getallen aq,...,a, € R zodat

W = QW1 + GaWa + ...+ a, Wy (36)
enals w = aywy +aywa +...+a, Wy isdanis aj = a; voor j = 1,...,n.
Het (geordende) stel vectoren {wy,...,wy} in L is dan een (geordende)

basis van de lineaire ruimte L. En L is een lineaire ruimte van dimensie n.

Wanneer we de vector w in (35) schrijven als in (36), dan vinden we dat
voor alle n-tallen reéle getallen ay, ..., a, moet gelden

ai{q — P, W1) + ax(q — P, Wa2) + ... + a,(q — p,wn) = 0.
Daarvoor is het noodzakelijk en voldoende dat
(q,w;) = (p,w;) voor j=1,...,n. (37)

Daarmee is het stelsel vergelijkingen (35), dat één vergelijking heeft bij elke
vector in L, vervangen door een equivalent stelsel met slechts n vergelijkingen.
De onbekende in deze vergelijkingen is q. Omdat de gezochte q in L moet
zitten kunnen we hem schrijven als in (36):

q = T1W1 +ToWa + ...+ T, Wy .

Het stelsel vergelijkingen (37) voor de onbekende vector q gaat nu over in
een stelsel vergelijkingen (38) in de n onbekende getallen x1, ..., z,:

21 (W1, Wj) + ... + 2, (Wn, W) = (P, Wj) voor j=1,...,n. (38)
Geschreven in matrixvorm ziet dat zo uit:

(Wi, W1) ... (W1, Wp) 1, (p,W1)

(Wn, W1) ... (Wp, Wp) Ty (P, Wn)
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We zullen dit stelsel vergelijkingen oplossen door de matrix
(W1, W1) ... (W1, Wp)
G = : : (40)
(Wn, W1) ... (Wp, Wp)

in het linker lid van (39) te inverteren. Deze matrix G noemt men de
Gram matriz van het inproduct (, ) ten opzichte van de geordende basis

{W]_, . 7Wn}-

Stelling 4.1 De inverse van de Gram matrix G is
G'=LD"'L (41)

waarbij de matrices D en L worden gegeven in Formules (46) resp. (45).
Zoals gebruikelijk is L' de gespiegelde (= getransponeerde = transpose) van
de matrix L.

Bewijs: Om de matrix (40) te inverteren gebruiken we een gesymmetriseerde
versie van de bekende Gauss eliminatie methode. We beginnen met de matrix
in (40) en trekken EWQ—W” maal de eerste rij af van de tweede rij. Voor

W1,W1)
7 =1,...,nis het j-de element in de tweede rij van de nieuwe matrix dan
<W2>Wj> - %@waﬁ = <W2 - %Wluwﬁ = <W;7Wj>
waarbij
Wi = Wa — (AW

Vervolgens trekken % maal de eerste kolom af van de tweede kolom.

1,
Voor j # 2 is het j-de element in de tweede kolom van de nieuwe matrix dan
(wj, W5)

met wi als boven. Het (2,2)-element in deze matrix is (w3, w3). De (1,2)-
en (2,1)-elementen zijn (wh,wy1) = (wy,wh) = 0. De matrixelementen
buiten de tweede rij en de tweede kolom zijn nog hetzelfde als in (40).

In de volgende stap trekken we Ex‘”—wﬁ maal de eerste rij en 22! maal
1,W1) (ws3,w3)

de tweede rij af van de derde rij. Voor j > 4 is het j-de element in de derde
rij van de nieuwe matrix dan (w3, w;) met

(ws,w1) _ {ws,w3) __x
(wiwi) VLT (wiws) 2

Wi = W3 —
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De derde rij begint nu met 0, 0, (w}, w}) omdat (w§, wy) = (wi, wj) = 0.
Vervolgens trekken we % maal de eerste kolom en ézsxzi
’ 2:W2
kolom af van de derde kolom. Voor j > 4 is het j-de element in de derde rij

van de nieuwe matrix dan (wj, wj) met wj als boven. En zo voort.
We kunnen het voorgaande samenvatten als we een (recursief) algoritme

maal de tweede

waarbij we het (geordende) n-tal vectoren wy, ..., w, omzetten in het (ge-
ordende) n-tal vectoren wj, ..., w volgens het algoritme
W] = Wi, en voor k > 2
. _ (wiewh) WewE 1) (42)
Wk = Wk — (wi,w%)wl — ... — mwk71 .

Men noemt dit het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme. Daarbij slaat
“orthogonalisatie” (loodrecht zetten) op de eigenschap

(wi,wi) =0 als k#7j. (43)

Het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme is in feite een symmetri-
sche vorm van de Gauss eliminatie methode voor de Gram matrix G in (40)
gebruikmakend van de speciale structuur van G. We kunnen het resultaat
samenvatten als

LGL* = D (44)
met
1 0 e 0
_ (wz,w7)
wiwi) 0
o <W3,W’1‘> o <W3,W§>
L = (wi,w7) (w3, w3) 1 0 ) (45>
<WD7W*> <WH7W*>
Twiw lwpwa)
(Wi, wji) 0 0 . 0
0 (W5, W) 0 . 0
D = 0 0 (w3, w3) 0 . (46)
0 0 0 coo (W W)
Uit (44) volgt de gezochte formule (41) woor de inverse van G. [
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We keren terug naar het probleem uit het begin van deze paragraaf:

Stelling 4.2 Bij gegeven p en L wordt de vector q die voldoet aan
q€eL en (q,w) = (p,w) voor alle w € L (47)

gegeven door

4= W W i Wa T G - (48)
Hier is {wj,...,wk} de basis van L die we hebben gemaakt m.b.v. het
Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme.
Bewijs: Het is noodzakelijk en voldoende dat
(q,w]) = (p,w;) voor j=1,...,n. (49)
Schrijf q als een lineaire combinatie van de basisvectoren wj, ..., wi:
q=2]W] +aswy+...+x wi. (50)
Omdat
(Wi, wi) =0 als k#j.
volgt hieruit voor 7 =1,...,n;
<q7 WJ) = ‘r;k <Wj,Wj> )
en dus i} i}
T i) Wi
Dit invullen in (50) levert (48). |
Neem .
o N i=1,...,n (51)
wt o= - voor j=1,...,n.
T [wgll



Dan vormen de vectoren wi*, ..., wy* een orthonormale basis van de lineaire
ruimte L. Daarbij betekent “orthonormaal” dat voor 7,k = 1,...,n geldt

(wi*, wi™) =1 en (Wi, wi™) =0 als k+#j. (52)

Uit Formule (48) volgt dan, in het geval dat p een vector in de lineaire ruimte
L is,

P = (P,W) Wi + (p,Wy") Wy ..+ (P, W) Wy (53)
Om deze reden noemt men wi*, ..., w," ook wel een Cartesisch codrdinatenstelsel.

4.9 Voorbeeld: orthogonale polynomen

In deze paragraaf bekijken we een voorbeeld van het Gram-Schmidt ortho-
gonalisatie algoritme (42) dat van belang is in o.a. de Quantum Mechanica.

Voor L nemen we de lineaire ruimte Pol,, uit Voorbeeld 11 in Paragraaf
4.5. De elementen van Pol,, zijn polynomen van graad < n. Zo’n polynoom
f(x) is op precies één manier te schrijven als

flx) = ap+ a1z + ax® 4+ .. 4 a, 12"+ a,r".

Dit betekent dat Pol,, van nature al komt met een geordende basis gevormd
door de n+1 polynomen 2°, 2%, 22, ..., 2™. De dimensie van Pol,, is dus n+1.

Op Pol,, nemen we het inproduct uit Voorbeeld 4 in Paragraaf 4.7 3

(f.9) = /_1 f(z)g(z)dz.

Dan is
1 47 . .
(', 27) :/ ey = —1_.(_.1) v (2) a0 oneven
. i+j5+1 P als 7 4 j even
Zo vinden we voor n = 4 de Gram matrix
2 2 2
103503
02020
2 2 2
5 0507
0 % 0 % 0
2 2 2
5 0703

3Voorbeelden met andere inproducten worden uitgewerkt in de opgaven.
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Het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme (42) levert polynomen pg(x),
p1(z), po(z), p3(x) ... met po(x) =1 en voor k > 2

L @) @)
P =2 o), ey jy Pt

(pk—1($)7pk—1($

Dus

po(z) = 1

p(z) = x

pa(z) = xQ—%

p3(l') = 113—%1'

4
z = I4_1—M i _1'4_§j;2+i

pa(z) 5 (pa(2), pa(z)) 2() > o
want

(z,pa(z)) = 2_1.2_ 16

1
aapa)) = [ @03t de = 2t = 5

En zo voort.

Men vermenigvuldigt de aldus verkregen polynomen py(z) nog met nor-
maliserende factoren en definieert dan het k-de Legendre polynoom Py(x)
door

Py(x) = g pa(). (54)
Deze Legendre polynomen zijn erg klassiek en veel bestudeerd. Zo heeft men
gevonden dat

A = g (4) (@1 (55)

[k/2]

_ ) 2k7—2]) k—2j
- 2'fz (k=25 "

waarbij [k/2] = 1k als k even is en [k/2] = 1(k — 1) als k oneven is. Formule
(55) staat bekend als de formule van Rodrigues.
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Men kan laten zien dat de formule van Rodrigues correct is door het
inproduct van het rechterlid in (55) met de polynomen 20, z', ... zF71 te
berekenen en te constateren dat dat steeds 0 is.

Men kan ook nog laten zien dat voor de Legendre polynomen geldt

2
2k +1°

(Pi(x), Py(x)) =
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5 Het spectrum van een lineaire operator
op een lineaire ruimte

5.1 Definitie van een lineaire afbeelding/operator

Laat Vi en V5 twee lineaire ruimtes zijn over R (respectievelijk over C). Men
zegt dat een afbeelding ¢ : Vi — V5 een lineaire afbeelding is als geldt

pv+w)=p) + pw),  rv)=rep@)

voor alle v, w € Vj en r € R (respectievelijk r € C).
Een lineaire afbeelding ¢ : V' — V van een lineaire ruimte V' naar dezelfde
lineaire ruimte V' noemt men vaak een lineaire operator.

Laat ¢, ¥ : V) — V; twee lineaire afbeeldingen zijn en laat a,b € R (resp.
a,b € C). Definieer de afbeelding ap + by : V; — V5 door: voor elke v € V' is

(ap +bY)(v) = ap(v) + bib(v).

Dan is ap + by ook weer een lineaire afbeelding.
Laat ¢ : Vi — Vo en @ : Vo — V3 twee lineaire afbeeldingen zijn. Definieer
de afbeelding o : V7 — V3 door

() (v) = @(i(v)) .

Dan is ¢ ook weer een lineaire afbeelding. Men noemt ¢ de samenstellling
of het product van de operatoren ¢ en . In plaats van ¢ gebruikt men ook
vaak de notatie @o1.

Waarschuwing: Als V; = V5, = V5 dan is zowel de lineaire operator () als
de lineaire operator ¥ gedefinieerd. In het algemeen zijn 1) en ¢ dan
niet aan elkaar gelijk. In het bijzondere geval dat wel geldt v = Y zegt
men dat de operatoren ¢ en ¢ commuteren.

5.2 Voorbeelden van lineaire afbeeldingen/operatoren

1. k X n-matrices met reéle componenten geven lineaire afbeeldingen van
R" naar R¥. Laten we voor de duidelijkheid nemen k = 2, n = 3. Een

2 X 3-matrix
ailz aig ai
A= 3
ag1 A2z Q23



definicert dan een lineaire afbeelding die aan een (kolom)vector v =
(v1, v2, v3)" toevoegt de vector

U1
ailr a2 ap a11V1 + G12V2 + @13V
Av = ( 3 (%) = 3 .

a1 G2 423 Vs 2101 + A22V2 + A23V3
De samenstelling van twee van dit soort lineaire afbeeldingen wordt
gegeven door het product van de bijbehorende matrices.

. Zij C°(U) de lineaire ruimte van alle continue functies op een interval
U C R. Voor een vaste a € U is de afbeelding

C'U) =R, [+ f(a)
die aan een functie z’'n waarde in a toevoegt, een lineaire afbeelding.

. Laat CY(U) resp. C?*(U) de ruimte zijn van de functies op een open
interval U C R die eenmaal resp. tweemaal continu differentieerbaar
zijn. Dan is de afbeelding

C*U) - ClU), [ f
die aan een functie z'n afgeleide toevoegt, een lineaire afbeelding.

. Laat C*°(U) de ruimte zijn van de functies op een open interval U C
R die willekeurig vaak differentieerbaar zijn. Definieer de afbeelding
@ : C®(U) — C*(U) door aan een functie f toe te voegen de functie

©(f) gegeven door
(p(N)) (@) = 2® f"(z) + 2 f'(x) + 3f ().

Dan geeft dit een lineaire operator ¢ : C>*°(U) — C*°(U). &

5.3 Definitie van spectrum van een lineaire operator

5.3.1 Definitie van eigenwaarde

Eerst generaliseren we de definitie van eigenwaarde en eigenvector die in
Paragraaf 2.1 zijn gegeven voor een n X n-matrix A naar een lineaire operator
¢ op een lineaire ruimte V" over R (resp. over C).
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Een getal A € R (resp. A € C) is een eigenwaarde van de lineaire operator
@ :V — V als er een element v € V is zodat

v#0 en o(v) = Av. (56)

Afhankelijk van de context noemt men deze v een eigenvector of een eigen-
functie van . De verzameling

Vii={veV]p) =} (57)
noemt men de eigenruimte van ¢ bij de eigenwaarde .

Opmerkingen:

1. De vector 0 is nooit een eigenvector, maar zit wel altijd in de eigen-
ruimte. ledere vector in V) die niet 0 is, is een eigenvector van ¢ bij de
eigenwaarde \.

2. Voor elk getal A is de verzameling V) := {v € V | p(v) = Av} een
lineaire deelruimte van V. Deze deelruimte bestaat uit meer dan alleen
het nulelement precies dan als A een eigenwaarde van ¢ is.

5.3.2 Definitie van spectrum

De verzameling van alle eigenwaarden van de lineaire operator ¢ : V. — V
noemen we het spectrum van .

Opmerking: We zijn hier, vergeleken met de literatuur, een beetje slordig
met de terminologie. De definitie die men in de literatuur vindt is: het
spectrum van ¢ s de verzameling van die compleze getallen N waarvoor de
operator ¢ — Al geen begrensde inverse heeft. Hier is I : V — V' de identieke
afbeelding , d.w.z. I(v) = v voor elke v € V.

Als X een eigenwaarde is van ¢ heeft ¢ — AI iiberhaupt geen inverse. Wat
wij hier het spectrum van ¢ noemen is dus een deelverzameling van wat in de
literatuur het spectrum van ¢ wordt genoemd. Het laatste kan echter meer
getallen bevatten. De subtiliteit zit in het woordje “begrensde”. Op deze
subtiliteit willen we in deze cursus niet ingaan. De bovenstaande definitie is
voor de ons voor ogen staande voorbeelden voldoende.
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5.4 Voorbeelden van eigenwaarden en spectrum

1. Voorbeelden van eigenwaarden en eigenvectoren voor 2 x 2- en 3 X 3-
matrices, alsmede een methode voor de berekening daarvan, zijn be-
sproken in Paragraaf 2.2.

2. Neem de lineaire ruimte C°(R) van alle continue reéle functies op R
en bekijk de lineaire operator J : C%(R) — C°(R) gegeven door aan
een functie f € C(R) toe te voegen de functie J(f) gegeven door
() = f(—=).

Laat A een eigenwaarde zijn van J en f een bijbehorende eigenfunctie.
Dan is enerzijds

(J2(H))(x) = (T (@) = (J(H))(=2) = f(=(==2)) = f(z),
dus J%(f) = f, en anderzijds

T (f) = J(Af) = M (f) = \*f.

Dus A2f = f. Omdat f niet de nulfunctie is, moet \? = 1 zijn. We
zien dat getallen anders dan 1 en —1 geen eigenwaarden kunnen zijn.

Om te laten zien dat 1 en —1 ook werkelijk eigenwaarden zijn, geven
we expliciete voorbeelden van eigenfuncties: cosx is een eigenfunctie
bij de eigenwaarde 1 en sin x is een eigenfunctie bij de eigenwaarde —1.

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator J op de lineaire
ruimte C°(R) is {—1,1}. De eigenruimte bij de eigenwaarde 1 is de
ruimte van alle even continue functies en de eigenruimte bij de ei-
genwaarde —1 s de ruimte van alle oneven continue functies. Beide
ergenruimtes zin oneindig dimensionaal.

3. Neem de lineaire ruimte C*°(R) van alle willekeurig vaak differentieer-
bare reéle functies op R en de lineaire operator D : C*(R) — C*°(R)
gegeven door Df = f’, de afgeleide van de functie f. Om te zien of
een reéel getal A\ een eigenwaarde van D is moeten we een oplossing,
anders dan de nulfunctie, vinden voor de differentiaalvergelijking

1=\

Het is bekend dat de oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn

ce™ met ¢ een reéle constante.
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Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D op de lineaire
ruimte C*°(R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde X is 1-dimen-
sionaal, met e als basis.

. Neem weer de lineaire ruimte C*°(R) van alle willekeurig vaak dif-
ferentieerbare reéle functies op R en bekijk nu de lineaire operator
D? : C*®°(R) — C*(R) gegeven door D?f = f” de tweede afgeleide
van de functie f. Om te zien of een reéel getal \ een eigenwaarde van
D? is moeten we een oplossing, anders dan de nulfunctie, vinden voor
de differentiaalvergelijking

f/l — Af
Het is bekend dat de oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn
cle“ﬁ + 0267“A als A>0
c1 + cox als A=0

c1 cos(xV —A) + cosin(zv —A) als A<O0
met ¢; en ¢y reéle constanten.

Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D? op de line-
aire ruimte C°(R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde A is 2-

dimensionaal, met basis {ewﬁ, e‘””ﬁ} als X > 0, respectieveligk {1, x}
als A = 0, respectievelijk {cos(zv/—M), sin(xyv/—A)} als A < 0.

. Neem nu de lineaire ruimte C5°, (R) van alle even reéelwaardige functies
op R, die willekeurig vaak differentieerbaar zijn. Met de kettingregel
kan men gemakkelijk inzien dat de afgeleide van een even functie een
oneven functie is en dat de afgeleide van een oneven functie een even
functie is. De tweede afgeleide van een even functie is dus weer een even
functie. De lineaire operator D? uit het voorgaande voorbeeld beeldt
dus de deelruimte C2, (R) binnen zichzelf af; d.w.z. D? induceert een
lineaire operator

D2 C® (R) — C2 (R).

even even even
Om te zien of een reéel getal A een eigenwaarde van DZ . is moeten
we een even functie, anders dan de nulfunctie, vinden die voldoet aan

de differentiaalvergelijking
1=
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Gelet op wat over deze differentiaalvergelijking is gezegd in het voor-
gaande voorbeeld, blijken nu de oplossingen te worden gegeven door

ccosh(zv/\) als A >0
c als A=0
ccos(zvV —A) als A <0

met ¢ een reéle constante. Hier is cosh(z) de cosinus hyperbolicus:

cosh(z) = L(e" +e77).
Conclusie: Het spectrum van de lineaire operator D?... op de line-
aire ruimte C, (R) is R. De eigenruimte bij de eigenwaarde X\ is

1-dimensionaal, met basis cosh(xv/A) als X > 0, respectievelijk 1 als
A = 0, respectievelik cos(zv/—\) als A < 0.

. Neem nu, voor een positief reéel getal T', de lineaire ruimte C° . (R)
van alle T-periodieke reéelwaardige functies op R, die willekeurig vaak
differentieerbaar zijn. Met de kettingregel kan men gemakkelijk inzien
dat de afgeleide van een T-periodieke functie weer een T-periodieke
functie is. De lineaire operator D? uit voorbeeld 4 hierboven beeldt
dus de deelruimte C2° . (R) binnen zichzelf af; d.w.z. D? induceert
een lineaire operator

D3 O o (R) — CF

T—per T—per

(R).

per

Om te zien of een reéel getal A een eigenwaarde van D%_per is moeten we

een T-periodieke functie, anders dan de nulfunctie, vinden die voldoet
aan de differentiaalvergelijking

HZ)\f.

Uit de oplossingen van deze differentiaalvergelijking in voorbeeld 4 moe-
ten we de T-periodieke selecteren:
Het geval A > 0: als de functie cle””ﬁ—l—cge_zﬁ periodiek is met periode
T, dan is voor ieder geheel getal £

clekT‘f’\ + CQG_kT\/X =c1 + co.
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Als ¢; # 0 is dan heeft het linkerlid voor £ — oo limiet 00 en het
rechterlid limiet ¢; 4+ ¢o. Dat kan niet! Dus moet ¢; = 0 zijn. Dan
1S ¢g = 626_kT\/X voor elke k € Z. Nemen we nu weer de limiet voor
k — oo dan blijkt ook co = 0 te zijn. We zien: als A > 0 s, dan is de

enige T'-periodieke oplossing de nulfunctie; en dus is \ geen eigenwaarde

2
van Dy e,

Het geval A = 0: als de functie ¢; 4+ coz periodiek is met periode T,
dan is ¢; + T = ¢;. Dus is ¢o = 0. De functie is constant, gelijk
aan c¢;. Alle constante functies zijn, uiteraard, periodiek. We zien: 0
1S5 een eigenwaarde van D%_per; de bigbehorende eigenfuncties zijn de

constante functies (behalve de nulfunctie).

Het geval A < 0: bekijk de functie f(x) = ¢; cos(xyv/—\)+cysin(zv/—N\)
en neem aan dat deze functie T-periodiek is en dat f niet de nulfunctie
is. Standaard trigonometrische formules laten zien dat we f ook kunnen
schrijven als

f(x) = acos(B + zv—N\)

met a > 0,0 < [ <27 en ¢y = acosf, cg = —asinf. De functie f
neemt z'n maximale waarde a aan precies in de punten

z, = 27k — B)/v/—X met k € Z. Vanwege de veronderstelde T-
periodiciteit neemt f dan ook de maximale waarde a aan in xq+ 7. Er
moet, dus een geheel getal £k zijn zo dat

8 _ (27k-p) . __ 27k
T—ﬁ—ﬁ, oftewel T—\/T—A

We zien: als er geen geheel getal k is zo dat v/ —\ = # dan is A niet

een eigenwaarde van de lineaire operator D7 .. als er wel een geheel

getal k is zo dat v/ —\ = # dan is A wel een eigenwaarde van de

i 2
lineaire operator Dy_ .

2

CONCLUSIE: Het spectrum van de lineaire operator Di._ .,

aire ruimte C° _ (R) is

op de line-

per
{—w’k* | keZ,k>0},

metw = 2% De eigenruimte bij de eigenwaarde 0 is 1-dimensionaal en
bestaat uit de constante functies. Als k > 0 s, heeft de eigenruimte bij
de eigenwaarde —w*k?* dimensie 2. Een basis is cos(kw x) en sin(kw z).
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Opmerking: De operator D7._ .. wordt gegeven door de dezelfde formule als

de operator D? uit voorbeeld 4 (namelijk D7_ ..f = D*f = f"). Toch heeft
hij een ander spectrum. We moeten in deze kwesties dus nauwkeurig in de
gaten houden op welke ruimte de lineaire operator is gedefinieerd; beperking
tot een lineaire deelruimte leidt al gauw tot een kleiner spectrum.

Vergelijk voorbeeld 6 ook eens met de behandeling van de warmteverge-
lijking in Paragraaf 3.1.

De wvoorwaarde dat de oplossing in een bepaalde lineaire (deel-)ruimte

moet liggen is net als een randvoorwaarde!
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6 Symmetrische operatoren

6.1 Definitie van symmetrische, van orthogonale,

van Hermitese en van unitaire afbeeldingen

e Zij V een lineaire ruimte over R voorzien van een inproduct (.,.).

1.

Men zegt dat een lineaire afbeelding ¢ : V- — V' een symmetri-
sche afbeelding is (t.a.v. het gegeven inproduct) als

(p(v),w) = (v, p(w)) voor alle v, w € V. (58)

Men zegt dat een lineaire afbeelding ¢ : V. —— V een orthogonale
afbeelding is (t.a.v. het gegeven inproduct) als

(p(v),p(w)) = (v,w)  voor alle v,w € V. (59)

e Zij V een lineaire ruimte over C voorzien van een inproduct (.,.).

1.

Men zegt dat een lineaire afbeelding ¢ : V' — V een Hermitese
afbeelding is (t.a.v. het gegeven inproduct) als

(p(v),w) = (v, p(w)) voor alle v,w € V. (60)

. Men zegt dat een lineaire afbeelding ¢ : V. — V een unitaire

afbeelding is (t.a.v. het gegeven inproduct) als

(p(v), p(w)) = (v,w) voor alle v,w € V. (61)

e Opmerking: De begrippen zijn in de reéle en in de complexe situatie
dus precies hetzelfde. Alleen de terminologie is verschillend.

Omdat het hier steeds om afbeeldingen gaat van een lineaire ruimte V'
naar dezelfde lineaire ruimte V' spreekt men vaak van symmetrische,
orthogonale, Hermitese of unitaire operatoren.
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6.2 Voorbeelden van symmetrische, orthogonale,
Hermitese, unitaire operatoren

1. Neem R? met het standaard inproduct en een lineaire afbeelding
A : R? — R? gegeven door een matrix

@11 A12
A= )
Q21 A22

De getransponeerde (of gespiegelde) van de afbeelding A wordt gegeven

door de matrix
At — @11 Aa21
Q12 Aa22

A symmetrisch < A=A app=an
A orthogonaal < A'A =14 ai +a3 =al,+a5 =1

Dan is

en ajjaiz + asiaz =0
t __ 2 2 2 2
S AA'=1& aj;tajy,=a3 +ay =1

en apiag + ajpa = 0;

hier is I de 2 x 2-eenheids matrix: I = ( (1) (1) )

2. Neem C? met het standaard inproduct en een lineaire afbeelding
A : C? — C? gegeven door een matrix

aix a2
A= )
Q21 A2

De geconjugeerd getransponeerde (of geconjugeerd gespiegelde) van de
afbeelding A wordt gegeven door de matrix

A — ajp  ag1
Q12 Q22

A Hermites & A*=A<E a;p=a en ay, Ao reéel
A unitair < A*A=1 < |CL11|2 + |(121|2 = |CL12|2 + |CL22|2 =1

Dan is

en ay1Gis + ag1G = 0
S AA =T & |anl + |aw|® = Jan ] + |an* =1

en a;1a921 + a120a99 — 0
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3. Neem de lineaire ruimte Pol,, van alle polynomen en voorzie deze van
het inproduct

1
(r9)= | f@gorts;
-1
zie ook Paragraaf 4.9. Bekijk nu de operator Dy, op de ruimte Pol:

(Dregf)(x) = (1 —2%) f"(2) — 22f'(2).

Dit is een symmetrische operator t.a.v. het gegeven inproduct. Om
dat in te zien merken we eerst op

(Dregf) (@) = ((1 = 27) f'())'
en vervolgens rekenen we

(Dieefrg) — / (1 — 22) f'(2)) g(x)dz

1
(partiéle integratie)

= [o-rrese) - [ a- e

1

= - [ - @

1

In deze laatste uitdrukking komen f en g symmetrisch voor; d.w.z. er
verandert niets wanneer we f en g omwisselen. Dus is

<DLegf7 g> = <DLegga f> = <f: DLegg>'

Dit bewijst dat Dy, inderdaad een symmetrische operator is t.a.v. het
gegeven inproduct.

Voor meer voorbeelden zie de opgaven.

6.3 Voorbeeld: spectrum en eigenfuncties van Di,

We combineren nu voorbeeld 3 uit Paragraaf 6.2 en het voorbeeld uit Para-
graaf 4.9. We zullen zien dat de Legendre polynomen eigenfuncties zijn van
de operator

Dieg : Polow — Poly , (Dregf)(x) = (1 — 22) f"(x) — 2z f'(z) .
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Om te beginnen merken we op dat de lineaire ruimten Pol,_; en Pol,,
bestaande uit de polynomen met graad < n resp. < n, lineaire deelruimten
zijn van Pol, en dat de operator Dy, deze ruimten binnen zichzelf afbeeldt,

Dy (f) € Poly—y als f € Pol,_q,
Dy (f) € Pol, als f € Pol,,

omdat immers
Dreg(2’) = j(j — )2’ — j(j +1)2’ .

Bekijk nu het polynoom p,(z) dat in Paragraaf 4.9 is geconstrueerd m.b.v.
het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme. Dan is p,(z) € Pol, en

(pn(x), f(x)) = 0  voor alle f(z) € Pol,_;.

Omdat Dre, een symmetrische operator is, die Pol,_; binnen zichzelf af-
beeldt, is

<DLegpn(55)7 f(x)) = (pn(z), DLegf($)> =0 voor alle  f(x) € Pol,,_ .
Pas nu Formule (48) toe:

Drpegpn(T), X D1i,eePn(x),pn—1(x
DLegpn(x) - %po(lﬁ) Tt <(anf;L1’(QE)7)p:—1(19§)>)> pn_1($) T

(DregPn(x),pn(x))
+ @) Pn(@)

_ {Dregpn(2),pn(2))
o (Pi(x),pn(x)) n([[)

Dit laat zien dat p,(x) een eigenfunctie is van de operator Dy,, maar geeft
nog niet de bijbehorende eigenwaarde.

In Paragraaf 4.9 hebben we po(z), pi(z), p2(x), ps(x) en py(z) expliciet
berekend. Als we daar Dy.s 0p toepassen vinden we voor de respectievelijke
eigenwaarden 0, —2, —6, —12, —20.

De volgende redenering laat zien dat we voor elke n de eigenwaarde van
Dy e bij de eigenfunctie p,(x) gemakkelijk kunnen bepalen zonder eerst p,, ()
expliciet uit te rekenen. Het gaat om het getal A\, in

Dregpn() = Anpn() .
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Gebruikmakend van

Do f(z) € Poly—4 als f(x) € Pol,_1,
(pn(x), f(x)) =0 als f(z) € Pol,_q,
pu(z) = 2" + rp(x) met ro(x) € Pol,_q,

rekenen we:

AP (@), Pn(2)) = (Dregpn(2), pa())

(Dreg(2"), pn(z)) + (Dregrn(z), pn(2))
(=n(n+1)a" + n(n — 12" pa(x)) + 0
—n(n+ 1) {p,(z) — rp(x), p(x)) + 040

= —n(n+1)(py(z),pa(x)) + 0+0+0.

Il
+v

~— —

Omdat (p,(z),pn(z)) # 0 is, volgt hieruit

A = —n(n+1). (62)

CONCLUSIE: Het spectrum van de operator Dy, op de ruimte Poly, is
{-n(n+1)|neZ,n>0}. (63)

De eigenruimte bij de eigenwaarde —n(n + 1) is 1-dimensionaal en bestaat
uit alle veelvouden van het Legendre polynoom P, (x).
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7 Fouriertheorie van T-periodieke functies

(©)

T is een positief reéel getal. De lineaire ruimte C77
f(z) op R die voldoen aan de drie voorwaarden:

7.1 Definitie van de ruimte C7"

(C) bestaat uit functies

per
o f(2) heeft waarden in C;

o f(x) is T-periodiek: f(x+T) = f(z) voor alle z € R;
o f(x) is stuksgewijs continu.

Daarbij zeggen we dat een T-periodieke functie f(x) stuksgewijs continu is
als voldaan is aan de twee voorwaarden:

e voor elke x € R bestaan de linkerlimiet f(z7) = ltle f(t)

en de rechterlimiet f(z%) = 1t1fn f(t) als complex getal
(dus oo is hier niet toegestaan als limiet),

e voor slechts eindig veel punten z met 0 <z < T'is f(z7) # f(ah).

Opmerking: Hoewel men de ruimte van complexwaardige, stuksgewijs con-
tinue, T-periodieke functies in alle leerboeken over Fouriertheorie tegenkomt,
is er geen standaard notatie voor. C7¢ . (C) is de notatie die we in dit dictaat
zullen gebruiken.

7.2 Voorbeelden van elementen van C7°  (C)

1. Schrijf w = 2%. Dan is voor elk geheel getal k de functie e”* een

continue, T-periodieke functie op R met waarden in C.

De functies sin(kw x) en cos(kw x) zijn continue, T-periodieke functies
op R met waarden in R.

2. Figuur 4 toont een aantal voorbeelden van (stuksgewijs) continue, 27-
periodieke functies op R met waarden in R. &
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-7 0

-1

flz)=1 voor —n<z<n

f(z)=—=1voor —m<z<0, f(0)
flz)=1 voor 0 <z <m, f(nr)=0

] .
e SN G N

-1 -1

0

voor —m <0<, f(x)=1-=2[t|] voor —7n<z<m

T — —

1

N\
m Ko \Jﬂ

-1

f(z) = —cosz voor —m <z <0,
f(z) =cosx voor 0 <z <,
f(0) = f(x) =0.

Figuur 4: Enkele reéle (stuksgewijs) continue, 2mw-periodieke functies.
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7.3 Het inproduct op C7°

Op C7
18

(©)

(C) definiéren we een inproduct door: voor f(x), g(x) € C5°

per

per per (C)

() gle) = 7 | 1@, (64)

Dit inproduct is duidelijk analoog aan het standaard inproduct op C? be-
schreven in Voorbeeld 2 in Paragraaf 4.7.
Voor alle gehele getallen k en n, waarbij k # n is, is dan

<€ikwm einwz> _ l/T pilk—n)wz g,
7 T 0
1 .
— i(k—n)wT 1
i(k —n)wT (e )
=0 ,

want w1 = 27 en e*™™ = 1 voor elk geheel getal m.

Daarnaast hebben we voor elk geheel getal £

ikw x ikw x 1 g 1
(e e >:TO ldx:T(T—O)zl.

CONCLUSIE: De functies ¢ met k € Z vormen een orthonormaal stelsel

in CF Lo (C); dw.z.
thwe _inwz\ __ 1 als k=n
(e, e >_{O als k#n (65)
Opmerkingen:

1. Vanwege de T-periodiciteit kan men voor elk reéel getal a in het rech-
terlid van (64) als integratieinterval [a, a + 7’| nemen; immers, wanneer
we ter vereenvoudiging van de notaties schrijven h(x) = f(z) g(x), dan

a+Tf(x)de = /aO h(z)dz + /OTh(a:) dr + /a+Th(x) dx

T

:/OTh(a:)d:v—/Oah(a:)der/oah(x—T)dx

- [ rwawar.

a
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2. Soms kunnen er redenen zijn om te willen werken met reéle functies.
Dan wordt de fundamentele rol van de complexwaardige functies e?*«?®
met k € Z overgenomen door de reéle functies 1 (constante functie) en
sin(kw ) en cos(kw x) met k € Z, k > 0. De inproducten tussen deze
functies zijn: voor alle positieve gehele getallen k en n met k # n:

(1,1) = 1,
(sin(kw x),sin(kwx)) = (cos(kwz),cos(kwz)) = 3,
(1,sin(kw x)) (1, cos(kw x)) = 0, (66)
(sin(kwz),sin(nwzx)) = (cos(kw ), cos(nw x)) 0,
(sin(kwz),cos(kwx)) = (sin(kwz),cos(nwzx)) = 0

7.4 Fouriercoéflficiénten
7.4.1 Definitie van Fouriercoéfficiénten

Voor een functie f(z) € C7° ..(C) en voor een geheel getal k definieert men

de k-de Fouriercoéfficiént van f(x), genoteerd als ]?k, door

-~

fo= @, e = 7 [ e e, (67)

Opmerking: Zoals hierboven al is opgemerkt geldt ook

N 1 (% .
fe = 7/, flz)e ™" da . (68)

Men zegt dat een functie f(z) een even functie is als voor elke x € R

geldt f(—z) = f(x).

Men zegt dat een functie f(x) een oneven functie is als voor elke x € R

geldt f(—z) = —f().
Door de substitutie x = —y in het rechterlid gaat (68) over in

T
—~ 1 [2 ,
fo== [ [y e Thvay.
T3
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Hieruit volgt nu onmiddellijk:

Als f(x) een even functie is, dan is f_k = fk voor elke k,
Als f(x) een oneven functie is, dan is f_k = —fk voor elke k.

(69)
7.4.2 Voorbeelden van Fouriercoéfficiénten

Zie Figuur 4 voor de grafieken van de onderstaande voorbeeldfuncties.

1. Neem voor f de constante functie 1. Dan is

R 1 27
fo= o /0

= — - xd = —
o= o | e = o

en voor k # 0

[e—Qﬂ'ik‘ o 1] =0

= —1lvoor —m <z <0
f(m) = 0 heeft de Fou-

0 g
—[—/ dx+/ dx]zO
T -7 0
en voor k # 0:
~ 1 o L
fk - |:_/ efzkzdx +/ ezkzdx:|
27 —7 0

= — (=14 e*™) + (e7*™ — 1)]

2. De 2m-periodieke functie f gegeven door f(z)
en f(r) = 1 voor 0 < z < men f(0) =
riercoéfficiénten:

2mik
1— (1) 0 als k even
mik — als k£ oneven
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3. De 2m-periodieke functie f gegeven door f(x) = x voor —m < x < 7
en f(m) = 0 heeft de Fouriercoéfficiénten

~ 1 ™
fozﬁ/ xdr = 0.

—T

en voor k # 0:
fAk = % er‘ikxdm
—1 —ikm ik T ke
= o |:(7T€ + e )—/_We dx]
( 1)k+1
ik

4. Neem de 2m-periodieke functie f gegeven door f(x) = § — |z| voor
—m < x <. Dan is

. 1 s 0 ™
foz—[z/ dx—l—/ a:dx—/ xdx}zo.
21 |2 —T - 0

en voor k # 0:

n 1 m " —ikx 0 —ikx " —ikx
f = —|= e ""dx + xe "dr — re "dx| =
27 |2 —7 —T 0

-1 , o . T
— : 0+ ﬂ_elkﬂ' _ / e—zka:dx o ﬂ_e—zkw + / e—zkwdx
2mik 0

= 2;]12 [—(1 — ey 4 (e7T — 1)}

0 als k even

—— als k£ oneven
mk?

5. Neem de m-periodieke functie f, die wordt gedefiniéerd door: f(0) = 0
en f(r) = cosz voor 0 < z < m. NuisT = menw = 2. De
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Fouriercoéfficiénten zijn: voor elke k

~ 1 (7 ,
fr = — / cos(z)e 2k dy
T Jo
— 1 " i(1-2k)x i(—1-2k)z d
= % ; (6 + e ) X
1 ei(1—2k)7r -1 ei(—1—2k)7r -1

a 2_7rz( [T —— 7 )

1 1 . 1

Comi\2k—1  2k+1

B 4k

Coam(4k2 1)

7.5 De Fourier inversie formule
Zij f een functie in g,ic_per((C). Voor een positief geheel getal N schrijven
we C’%ivper((C) voor de lineaire deelruimte van C5¢ __ (C) die bestaat uit alle

lineaire combinaties van de functies ¢#* met —N < k < N. Volgens Formule

per

(48) wordt de projectie van f op de lineaire deelruimte C’;ivper(((:) dan gegeven
door
N ~ ~
fk eik’wx — f—N efinz + ...
2 (70)

Dit is de beste benadering van de functie f door functies uit de ruimte
%ivper(C). Door N groter te maken, d.w.z. hogere frequenties mee te nemen,
wordt de benadering beter. Merk echter op dat we hier de kwaliteit van de

benadering afmeten aan (het kwadraat van) de norm
2

1 T
:?/0

Voor individuele punten z hoeft | f(z) — SIh__ i e*| niet kleiner te wor-
den als N groter wordt.

2

dx . (71)

N
f(if) . Z ﬁeikwx
k=—N

N
k=—N
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De Fourier inversie formule (72) en de formule van Parseval (73) vertel-
len wat er precies gebeurt als we N — oo laten gaan, mits de functie f aan
een extra voorwaarde voldoet.

Definitie 7.1 We zeggen dat een T-periodieke, stuksgewijs continue functie
f stuksgewijs continu differentieerbaar is als voldaan is aan de twee voor-
waarden:

e er zijn eindig veel punten 0 < 1 < ... < x,, < T zodat de functie f(x)
op elk van de open intervallen (0, x1), (z1,22),. .., (Tm-1,Tm), (Xm, T)
differentieerbaar is en de afgeleide f'(x) daar continu is

e voor elke z € R bestaan voor de afgeleide functie de linker- en rechter-
limiet  f'(x7) = ltl%? f'(t) en f'(at)= ltlf? f'(t) als complex getal.

Stelling 7.2 Zij f een T-periodieke, stuksgewijs continue en stuksgewijs
continu differentieerbare functie. Dan bestaat voor elke ¥ € R de limiet

N
lim ;eikw” en er geldt
g

N—o0

k=—N
N
@)+ Flah)] = ]};mm[ > f] (72)
k=—N
Men noemt (72) de (Fourier inversie formule). |

Opmerking. Wanneer de functie f in het punt z continu is, is f(z~) =
f(z™) = f(x) en heeft het linkerlid van (72) gewoon de waarde f(x). In de
voorbeelden in Figuur 4 zijn de functiewaarden in de discontinuiteitspunten
al zo gekozen dat ook daar geldt f(z) = [f(z7) + f(z™)].

Stelling 7.3 Zij f een T-periodieke, stuksgewijs continue en stuksgewijs

N
continu differentieerbare functie. Dan bestaat de limiet A}im [ Z |ﬁc|2]
—00
k=—N
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en er geldt

N
11> = ]}EI})O[ > |fk|2] (73)

k=—N

Men noemt (72) de (formule van Parseval). |

Opmerkingen.

1. Lv.m. de zin voorafgaande aan Formule (71) kunnen we nu opmerken
dat voor elke N geldt:

N 2 N
Hm— S ferr| = e | 3 R

k=—N k=—N

N 2 N

Z fk ezkwx _ Z |fk|27

k=—N k=—N

en dat de formule van Parseval dus blijkbaar ook zegt:

lim =0.
N—o00

N ~ .
f(.l’) o Z fk pikwz

k=—N

N 00
2. Men gebruikt voor lim Z vaak de verkorte notatie Z* Daarmee
k=—N

N—oo
k=—o00

worden de formules (72) en (73) dan

)+ fa™)] = Y 7 feeltes (74)
1712 = S AP (75)

Men noemt het rechterlid van (74) de Fourierreeks van de functie f.
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7.6 Voorbeelden van Fourier inversie en Parseval

We werken verder met de voorbeelden uit Paragraaf 7.4.2.

1. Neem voor f de constante functie 1. De Fourierreeks heeft voor deze
functie maar één term.

2. De Fourierreeks van de 2m-periodieke functie f gegeven door f(x) = —1

voor —m <z <0en f(z)=1voor 0 <z <men f(0) = f(n) =0 is:

o0

2 ik
Z* ﬂ@k .

k=—o00 ,k oneven

Men kan dit nog iets verder bewerken tot

al 2 al 4
dm 2 e ] - ]&L“;olz o Stk
k=—N,k oneven k=1,k oneven
oo 4
E — sin(k z)

k=1,k oneven

Deze functie voldoet aan de voorwaarden voor de Fourier inversie for-

mule. Wanneer we daarin nemen x = % vinden we

IS 1
L= 7 sin(5)
k=1,k oneven
oftewel (bedenk dat sin((2n +1)5) = (—1)" is):
7r
L2 b LT

Wanneer we in de Fourier inversie formule x = % nemen vinden we

4 & T
1:;2 Esm(%).

k=1,k oneven

1-14+1-14

W=
(S
=
O

Merk nu op dat

sin(f) = 1v3 als n deelbaar is door 3
sin((2n+1)%) = sin(m) = 0 als n—1 deelbaar is door 3
sin(—%) = —3v3 als n+1 deelbaar is door 3
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1 1 1 1 1 1 1
1 + 11+13 17+19 23+25 29+"'

SIE
~=

o
2v/3
3. De Fourierreeks van de 2m-periodieke functie f gegeven door f(z) =z

voor —m <z < men f(m)=0is:

0 (_1)k+1

§ :* : eikm )
ik

k=—00 ,k#£0

Net als in het vorige voorbeeld kan dit worden omgeschreven tot een

sinusreeks:
> (_ 1 ) k+1
2y EU k).
k=1

Als je hier de Fourier inversie formule toepast met x = 7 vind je op-
nieuw () als hierboven.

Het is daarom leuker om hier naar Parseval te kijken. Daarvoor moeten
we eerst || f||? berekenen:

3 2

1 ™ T

2 2 T
flI© = — ridr = =— = —
I =57 /7r YT 9 T 3

W

Parseval geeft dus

2 > (_1)k+12 © 1
T2 [ lm

k=—00 k#0 k=1
We zien ,
1411 1 1 1 1 _ T
+Z+§+2_5+%+4_9+6_4+"'_€'

4. De Fourierreeks van de 27m-periodieke functie f gegeven door f(z) =
Z —|z| voor —7 <z < 7 is:

oo

2 )
Z* ﬁezkm'

k=—00 ,k oneven

Net als in de twee voorgaande voorbeelden kan dit worden omgeschre-
ven, maar nu wordt het een cosinusreeks:

4o 1
- Z =) cos(k x)
T

k=1,k oneven
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Als je hier de Fourier inversie formule toepast met z = 0 vind je

2

1 1 1 1 1 1 m
1+§+%+4—9+8—1+E+@+... = g

Ook Parseval geeft voor deze functie iets aardigs:

1 & 1 7r
12 = (= le)?de = * / (f —a)de

2 J_, m

1 S S _7T2
= ﬁ((ﬂ—a) —(—5)) T 19

Parseval geeft dus

71T_2 - Z* 2pA Z T2kA

k=—00 ,k oneven k=1,k oneven

oftewel

k=1,k oneven

Hiermee volgt

H
S
+

5=
NE
E| =

DT w2 Zi

0o
k=1 k

>
Il
—_

—1,k oneven k=1,k even

016, 1
en dus (gebruik 2 X gz =

gl
N—

S

. De Fourierreeks van de w-periodieke functie f, die wordt gedefiniéerd
door: f(0) = O en f(z) = cosz voor 0 < x < , is:

o

o0

Z* 4k €2ikcc
im(4k% —1) '

k=—o00

Deze Fourierreeks kan worden omgeschreven tot de sinusreeks:

8 k .
;Z W=7 sin(2k x) .

k=1
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Combineren we dit met de Fourier inversie formule, dan vinden

8 oo
cos(z) = ;; 4k2—1 sin(2k z) voor O<zx <.
&
7.7 Fourierreeksen en differentiaalvergelijkingen
7.7.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen met constante
coéfficiénten
We bekijken nog eens de differentiaalvergelijking (1) uit Paragraaf 1.1:
V(@) + a1 (2) + agv(z) = f(2), (76)

maar nu onder de extra aanname dat (het ingangssignaal) f(x) een T-perio-
dieke, stuksgewijs continue en stuksgewijs continu differentieerbare functie

ist. Laten we voor het gemak ook aannemen dat op elk tijdstip = geldt

f(z) = 3[f(z7) + f(z™)]. Volgens de Fourier inversie formule (74) is dan

voor elke z € R
oo
* ~ .
§ fk ezkwx )
k=—o00

Zoals uitgelegd is in Paragraaf 1.4 wordt, in het geval dat ag en a; positieve
reéle getallen zijn, het uitgangssignaal v(z) gegeven door

o(z) = F L (77)

. —k2w? + aikw + ag

Eigenlijk zijn we in (76) alleen geinteresseerd vanaf een bepaald begintijdstip,
dat we wel z = 0 mogen stellen. Dan kunnen we zonder beperking van de
algemeenheid ook aannemen dat f(x) een even functie is. Volgens (69) is

dan f_k, = fk voor alle k. Bovendien is f(x) een reéle functie, en zijn ook

4We gebruiken hier de variabele x, hoewel hij meestal als tijd kan worden
geinterpreteerd, omdat daarmee de formules precies uitzien als in de hiervoor beschre-
ven Fouriertheorie. Om dezelfde reden schrijven we nu f(z) voor het ingangssignaal.
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alle Fouriercoéfficiénten ﬁ reéel. Dat vereenvoudigt de beschrijving van het
uitgangssignaal v(x):

fO zkw:r: e—ikwaz
v(iz) = — + + :
(@) agp Z fk — k2w? 4+ ayikw  ag — k2w? — arikw
- 2
= fo I cos(kwr — i)
ap = \/(ap — k*w?)? + afk?w?

waarbij de hoek ¢, wordt vastgelegd door

— k2w? +iatkw
V0ag — k2w?)? + a?k2w?

't = cos(ypy) +isin(py) =

7.7.2 De warmtevergelijking

In (27) hebben we een oplossing van de warmtevergelijking (17) gegeven,
- 2
u(z,t) = Zbk e (T) 0t gin (ZEz)

uitgaande van een reeksontwikkeling van de functie g(x) die de temperatuur-
verdeling in de staaf op tijdstip 0 geeft:

x) = Z by, sin (”—Lk:z:) vooralle 0<z<L.

Dat leidde tot de vragen:

e Hoe moeten we omgaan met sommen waarbij oneindig veel termen
moeten worden opgeteld?

e Aan welke voorwaarden moet de functie g(x) voldoen opdat g(z) inder-
daad zo’n lineaire combinatie is van de functies sin (”—Lka:) met k > 17

e Hoe kunnen we de coéfficiénten b, berekenen?
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Om deze vragen te beantwoorden breiden we de functie g(z), die oorspron-

kelijk alleen is gedefinieerd voor 0 < x < L, uit tot een oneven 2L-periodieke

. . _ 2 .
functie op heel R. Dus nu is T' = 2L en w = %= = 7. Deze functie op

R noteren we nog steeds als g(z). De Fouriercoéfficiénten van deze functie
worden gegeven door

1 [F . 1 [ . ‘
0 = 5T 7Lg(x)e_m"”C dr = 3T (—g(z)e™™ + g(x)e ™) da
—; L
= — | g(z) sin(kwz) dx.
L J
Duidelijk is g_, = —gg. Het is fysisch (waarschijnlijk) realistisch om aan te

nemen dat de functie g(z) differentieerbaar is en dat z'n afgeleide continu is.
We kunnen dan de Fourier inversie formule (72) toepassen: voor alle z € R
Is

N
o : ~ _tkwr __ zkwa:_ —zkwa:
glz) = lim _z: gr et = lim Zg )
N
= ]\}anlx) Zbksin (’rka)
k=1
met
9 L
bp = 2ig, = E/ g(x) sin(kwz) dz .
0

Hiermee zijn de hierboven gestelde vragen beantwoord, waarbij we dus blijk-
baar de som van oneindig veel termen moeten interpreteren als limiet:

Z by, sin (%kx) = A}im Z by, sin (%kx) .
k=1 k
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8 De Fouriertransformatie

8.1 Intuitieve inleiding.

De Fourier inversie formule (72) schrijft ‘nette’ T-periodieke functies als line-
aire combinaties van basis-functies e*** met k € Z en w = 2” . Voor k # 0 is
de functie e?* zelf ook periodiek met periode |le en frequenme L - = |k| 5=.
Typisch voor de Fourier inversie formule voor T-periodieke funct1es is dat de
gebruikte basis-functies een frequentie hebben die een geheel veelvoud is van
een vaste frequentie (in dit geval 5=). In veel situaties is dat laatste echter een
te grote beperking en heeft men functies nodig met willekeurige frequenties.
Men gebruikt dan als basis- functies e met s € R. Voor s # 0 is de functie

% periodiek met periode 2& i en frequentie ¢ sl |

Om een idee te krijgen hoe men voor dat doel de Fourier inversie formule
moet aanpassen, zullen we in (72) een formele limietovergang T — oo maken.

We definiéren s, = kw en Asy = Sky1— Sk = w en kunnen dan f;, herschrijven

als .
Fo=on [ setar) &
k= o o € Sk

en de Fourier inversie formule (72) als

N z
Wl @) + @) = % dim ( _2 f(t)eis’“tdt> € Ay

Nl

We nemen hierin nu de limiet voor T — oo en As,, = w — 0. We moeten de
som over k dan interpreteren als een integraal en formeel schrijven

@)+ f@)] = — hm/ f e ds .

271 R—oo
met
li Ye tdt
0 / f®)
00% R
Als we nu in analogie met de notatie Z schrijven / = lim , dan
oo R—oo | _p

k=—o00
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worden de bovenstaande formules
1 0%

@)+ fa)] = — [ fls)eds,

21 J_ o

OO *

fs) = [ fyear.

We doen verder geen enkele poging om deze intuitieve limietovergang te
rechtvaardigen. In plaats daarvan, zullen we onze aandacht er op richten om

-~

(oneigenlijke) integralen zoals die hierboven voor f(s) een echte betekenis te
geven.

8.2 Fouriertransformatie: definitie en eigenschappen
8.2.1 Definitie van stuksgewijs continue functie

We zeggen dat een (complexwaardige) functie f op een open interval (a,b) C
R — mogelijk met a = —oo en/of b = 0o — stuksgewijs continu is als voldaan
is aan de twee voorwaarden:

e voor elke x € (a,b) bestaan de linkerlimiet f(z™) = ltle f(t)

en de rechterlimiet f(z7) = lilm f(t) als complex getal
tlx
(dus oo is hier niet toegestaan als limiet),

e voor alle getallen p, ¢ € (a,b) met p < ¢ zijn er slechts eindig veel
punten z met p < z < g waarvoor f(x~) # f(z") is.

8.2.2 Definitie van oneigenlijke integraal

Neem een open interval (a,b) — mogelijk met a = —oco en/of b = co — en
daarop een stuksgewijs continue (complexwaardige) functie f. Voor ieder
gesloten interval [p, ¢] C (a,b) bestaat dan de integraal qu f(z)dx.

We zeggen dat de oneigenlijke integraal fab f(t)dt convergeert (of bestaat) als
er een getal ¢ € (a, b) is zodat beide limieten limy, , [ f(t)dt en limgpy, [ f(t)dt
bestaan. Als deze limieten bestaan kennen we aan de oneigenlijke integraal
fab f(t)dt een getalwaarde toe, namelijk

/abf Bd:= 0 /pcf (t)dt +lim / (o
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Opmerking. Men kan gemakkelijk inzien dat dit in feite niet athangt van
de keuze van het getal c.

Voorbeelden.

1. Zij A = a + iw een complex getal met a,w € R en A # 0. Dan is voor

elke ¢ > 0
a 1
/ eMdt = —(eM —1).
0 A

Uit [eM| = [e*]|e™] = ™ volgt dat lim, ., e} = 0is als o < 0
is en dat lim, o e niet bestaat als @ > 0 is. Deze limiet bestaat
ook niet als a = 0 is want dan is e’ = €™ is periodiek (maar niet
constant) en heeft dus geen limiet.

CoONCLUSIE: De oneigenlijke integraal fooo eMdt convergeert alleen als
Re X <0 s, en in dat geval 1s

oo 1
At
dt = —~ . 78
/o ‘ A (7%)

2. Een van de bekende elementaire afgeleiden is die van de arctan-functie:

1
%arctan(a:) =1

Daarmee berekenen we voor ¢ > 0:

71
/o T2 dxr = arctan(q) — arctan(1).

Omdat

arctan(l) =

™ 3 _ T
T en lim arctan(q) = %
q—00

1

7.2 do convergeert en de
1

waarde 7 heeft. Voor de oneigenlijke integraal ffoo 3.7 d kan men op
dezelfde manier laten zien dat hij convergeert en de waarde 7 heeft.
Samengevoegd levert dit:

is, zien we dat de oneigenlijke integraal fooo

De oneigenligke integraal ffooo HlmQ dx convergeert en
oo L4 2 T e (79)
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8.2.3 Definitie van absoluut integreerbare functies.

Voor een functie f : R — C definieert men de functie |f| : R — R door
|fI(t) :==|f(¢)| voor alle teR.

Als f stuksgewijs continu is, is |f| dat ook. Men zegt dan dat de functie f
absoluut integreerbaar is en dat de oneigenlijke integraal [*°_ f(¢)dt absoluut

convergeert als de oneigenlijke integraal [~ _|[f(¢)|dt convergeert.
Verder kan men gemakkelijk inzien dat

/ f(t)dt absoluut convergent = / f(t)dt convergent. (80)

[ sta < [ it

8.2.4 Definitie van de Fouriertransformatie

In dit geval geldt

Bij de Fouriertransformatie bestuderen we oneigenlijke integralen van de
vorm -
/ e U f(t)dt. (81)
—00
Daarbij is s een reéle variabele en is f : R — C een complexwaardige functie
van een andere reéle variabele t. Om aan deze oneigenlijke integraal een
betekenis te kunnen geven moet we aannemen dat f : R — C een stuksgewijs
continue en absoluut integreerbare functie is, d.w.z. de integraal [*°_|f(¢)|dt
moet convergeren. Vanwege

le St F ()] = | f(t)] voor alle s, t

volgt hieruit dan ook voor elke s € R de (absolute) convergentie van de
integraal in (81).

Bij gegeven functie f is ffooo et f(t)dt een functie van s, die men ge-
woonlijk noteert als F [ of ]/C\, dus

[e.o]

(Ff)(s):= A(s) ::/_ et f(t)dt. (82)

[e.e]
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Men noemt fde Fouriergetransformeerde van  f. Het voorschrift F dat aan
de functie f (van de variabele t) de functie Ff = f (van de variabele s)
toevoegt noemt men de Fouriertransformatie.

Opmerking. Bij de definitie van de Fouriertransformatie zijn in de lite-
ratuur verschillende normalisaties in gebruik. Zo worden ook de volgende
integralen aangeduid als de Fouriergetransformeerde van f

/OO 6—27ristf(t)dt

oo

1 <
E /_ €_ZStf<t>dt.

Dergelijke verschillende keuzes van normalisatie beinvloeden de essentiéle ei-
genschappen van de Fouriertransformatie niet, maar kunnen zich in sommige
formules manifesteren d.m.v. factoren 27 of v/27. Wanneer men op dit ver-
schijnsel bedacht is en bij het raadplegen van een boek even opzoekt welke
normalisatie wordt gebruikt, zal men er weinig last van hebben.

8.2.5 Voorbeelden van Fouriergetransformeerden

1. Zij p = o + i3 een complex getal met reéel deel o < 0. Bekijk daarbij
de functie f,, gegeven door

0 als ¢t <0,
f“(t)_{e“t als  t>0.

Dan is (met formule (78))

(FL)(s) = / iy — 1 (83)

0 [

2. Neem a > 0 en beschouw de functie
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)

Dan is
/ f(t)e—zst — / e—zsteatdt+/ e—zste—atdt
—00 —00 0
_ / e(is—a)tdt+/ e—(is-i—a)tdt
0 0
1 1 2a
= — = .
a—18 a-+1s a“+ s
Dus

~ 2a

f(s) =

a? + s?°

3. Definieer voor a > 0 de functie f, door

r-—r L
| 2a
1
_J % als [t <aq,
fa(t) {O als |t| > a.
—a 0 a
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fa is een stuksgewijs continue en absoluut integreerbare functie. We
berekenen zijn Fouriergetransformeerde f, :

ﬁ(o):/ifa(t)dt:%/adtzl,

—a

en voor s # 0 is

00 a —ist t=a .
A —ist —ist € Sl as
a - a t dt - — dt = - = .
Jals) /_ooe Ja®) 2a _ae {—22as]t:a as
Merk op dat deze ]/“; een continue functie is; vgl. Stelling 8.1. &

8.2.6 De Fouriertransformatie als lineaire afbeelding

De verzameling van alle stuksgewijs continue en absoluut integreerbare com-
plexwaardige functies op R is een complexe lineaire ruimte, waarbij de lineaire
combinatie \; f; + Aafe, voor functies fi, fo en scalairen A\, Ay € C, wordt
gedefinieerd door

(ALfi + Xafo)(t) == A fi(t) + Aafa(?) voor alle t € R.
De Fouriertransformatie is dan duidelijk een lineaire transformatie, d.w.z.:
FMfi+Xafo) = MFfi + Mo F fo.

Vele malen moeilijker te bewijzen is dat voor een stuksgewijs continue en
absoluut integreerbare functie f de Fouriergetransformeerde f een continue
functie is van s en dat lim, o f(s) = 0 en lim,,_ f(s) = 0. Maar het is
wel waar!

De continue functies (van een variabele s) op R vormen een complexe
lineaire ruimte. De continue functies g(s) waarvoor bovendien lim;_ .., g(s) =
0 en limy . g(s) = 0 is, vormen een lineaire deelruimte daarvan.

We vatten de belangrijkste eigenschappen van de Fouriertransformatie
samen in de volgende stelling:
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Stelling 8.1 De Fouriertransformatie is een lineaire afbeelding

stuksgewijs continue, continue functies
F absoluut integreerbare — g: R — C zodat
functies f:R — C SEIinoog(S) =0
FENE =T [ e
[ |
8.2.7 Fouriertransformatie en differentiatie
o0
Wanneer men, na het zien van de definitie f(s) = / e~ f(t)dt, de functie

J/‘"\naar s wil differentiéren, is de voor de hand liggende gedachte om maar
gewoon de integrand in het rechterlid naar s te differentiéren. De volgende
stelling zegt dat dit inderdaad goed gaat mits voldaan is aan de extra voor-
waarde dat de functie ¢f(¢) absoluut integreerbaar is. Het geven van een
wiskundig correct bewijs van deze stelling is echter een klus die niet past in
het kader van dit college.

Stelling 8.2 Laat f : R — C een stuksgewijs continue functie zijn zodat de
functie tf(t) absoluut integreerbaar is. Dan is is ook de functie f(t) abso-
luut integreerbaar en is zijn Fouriergetransformeerde F f een differentieerbare
functie van s. De afgeleide is:

o0

(Ff)'(s) = —i/ e f(t)dt = —i(F(Lf))(s). (84)

—0o0

Vervolgens kan men door herhaalde toepassing van Stelling 8.2 afleiden:

Gevolg 8.3 Laat f : R — C een stuksgewijs continue functie zijn. Veron-
derstel dat voor een gegeven positief geheel getal n de functie t™ f(t) absoluut
integreerbaar is. Dan is de Fouriergetransformeerde F f een n keer differen-
tieerbare functie van s. De n-de afgeleide is:

(FHW(s) = (=) (FE"f))(s). (85)
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Stelling 8.2 gaat over differentiéren nadat de Fouriertransformatie is uit-
gevoerd. De hierna volgende Stelling 8.4 zegt wat er gebeurt als je eerst
differentieert en daarna de Fouriertransformatie toepast.

Stelling 8.4 Laat f : R — C een absoluut integreerbare en stuksgewijs
continu differentieerbare functie zijn, die bovendien continu is en voldoet
aan

tgr_noof(t) =0 en tlggo f(t) =0.
Dan convergeert de oneigenlijke integraal (F(f'))(s) :== [ e~ f'(t)dt voor
elke s € R en er geldt

(F(FD(s) = is(Ff)(s) (86)

Bewijs: Voor alle reéle getallen ¢, p met ¢ < p ziet men door partieel inte-
greren

4 . . . p .
/ e~ f!(t)dt = e P f(p) — e U f(q) + is / e f(t)dt.

/qp e S ()dt — is /qp e_iStf(ﬂdt‘ < /@I + 1@l

Het gewenste resultaat volgt nu door de limieten voor p — o0 en ¢ — —o0
te nemen. [ ]

Opmerking. De voorgaande stelling zegt dat voor elke s € R de oneigenlijke
integraal ffooo et f'(t)dt convergeert, maar doet geen uitspraak over het al
dan niet absoluut integreerbaar zijn van de afgeleide functie f’ !

Door herhaalde toepassing van Stelling 8.4 vindt men het volgende resul-
taat voor de Fouriergetransformeerde van hogere afgeleiden:

Gevolg 8.5 Zij r een geheel getal, r > 1. Zij f : R — C een r keer
stuksgewijs continu differentieerbare functie. Laat bovendien gegeven zijn
dat de functies f, f',... f"~Y allemaal continu en absoluut integreerbaar zijn
en dat bovendien tEmoo f™(t) =0en tllglo f™(t)=0voorn=0,1,...,r—1.
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Dan is ook de integraal (Ff™))(s) = [*_e " f(")(t)dt convergent voor
elke s € R, en er geldt

(FfN)(s) = (is)" F f(s). (87)
[ |

8.2.8 Een belangrijk voorbeeld

Als toepassing van de voorgaande stellingen bepalen we de Fouriergetrans-

N . 1 . .
formeerde f van de functie f(t) = e~2°. De functie f voldoet aan de diffe-
rentiaalvergelijking

f'(t) = —tf(t) voor alle t € R.

De Fouriergetransformeerde van het linkerlid is volgens Stelling 8.4

(F(f)(s) = is(F[)(s).

De Fouriergetransformeerde van het rechterlid is volgens Stelling 8.2

(F(=tf)(s) = =i(Ff)'(s)-

De functie F f voldoet dus blijkbaar aan de differentiaalvergelijking (waarbij
wordt gedifferentieerd naar s)

(Ff)(s)=—s(Ff)(s) voor alle s € R.

De oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn allemaal van de vorm
1
constante x e~2%". In het bijzonder is

2

(Ff)(s) = (FF)0) x e2*".
Omdat het welbekend is dat

Fho = [

— 00

o0

e 2 dt = \/5/ e dy = V2r,

komen we uiteindelijk tot het resultaat:
(F(e72%))(s) = V2me . (88)
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Opmerking. Men zou graag willen zeggen dat de functie f(t) = e~ 3t een

eigenfunctie van de Fouriertransformatie F is met eigenwaarde X = /2.
Daarbij moet men dan wel bedenken dat in Stelling 8.1 de Fouriertransfor-
matie niet een lineaire afbeelding is van een lineaire ruimte naar dezelfde
lineaire ruimte. &

8.3 De Fourierinversie formule

De Fourierinversie formule (89) geeft aan hoe een functie f uit zijn Fourierge-
transformeerde fkan worden gereconstrueerd, als f tenminste aan bepaalde
voorwaarden voldoet. In fysische taal komt de Fourierinversie formule erop
neer datA f(t) wordt geschreven als een continue superpositie van eenvoudige

~

golven f(s)e’, met golflengte % en amplitude f(s).

Stelling 8.6 Zij f : R — C een stuksgewijs continu differentieerbare en
absoluut integreerbare functie. Dan bestaat voor elke x € R de limiet

1t
I%EI;O {%/_Rf(s)e ds]

en geldt de Fourier inversie formule:

[f(z*) + f(27)] = lim [% / Zf(s)ei”ds]. (89)

R—o00

N[ —

IR P
Volgens de bovenstaande Stelling 8.6 bestaat I%im {2— / f (s)emds].
—00 s —R

Omdat in deze limiet een koppeling wordt gemaakt tussen de manier waarop
de boven- resp. ondergrens van het integratie-interval naar co resp. —oo

gaan, impliceert de stelling niet dat de oneigenlijke integraal / f(s)emds

bestaat. Wanneer we voor een gegeven x op een of andere manier toch weten
dat deze oneigenlijke integraal convergeert, dan is natuurlijk wel voor die x:

L[ Fiteas = g [L [ Fraea
o . S)e S_REI;O o . S)e S| .
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Een gevolg hiervan is:

Gevolg 8.7 Als de functie f(s) absoluut integreerbaar is en f is continu op
R, dan convergeert de oneigenlijke integraal [ f(s)e™*ds voor elke z € R
en neemt de Fourier inversie formule de volgende aantrekkelijke gedaante
aan:

f) = o / " Fls)eds. (90)

Bovendien bestaat dan ook de Fouriergetransformeerde F f van de functie
f(s) en geldt

FPe) = [ Flopeds = 2 (-0 (91)
|
Voorbeeld. Bekijk de functie g, gegeven door ¢(s) = afﬁ met a een

positieve reéle constante. In Voorbeeld 2 in Paragraaf 8.2.5 hebben we gezien
dat dit de Fouriergetransformeerde is van de functie f(¢) = e~*l. Ook weten
we dat de functie g absoluut integreerbaar is (vgl. Formule (79)). Gevolg 8.7
leert ons nu dat de Fouriergetransformeerde van g is

] —alz|

g(xr) = 2me

Voorbeeld. Voor een heel algemene serie voorbeelden veronderstellen we,
dat de functies f, f’ en f” alledrie continu en absoluut integreerbaar zijn.
Stelling 8.1, toegepast op f, impliceert dan dat er een getal C is zodat

-~

|f(s)] < Cy voor alle s € R. Toegepast op f” laat Stelling 8.1 zien dat er

een getal Cy is zodat \ﬁ(s)] < Cy voor alle s € R. Dit combineren we met
Gevolg 8.5 tot

(14 )|F(s)] = [F(s)| + |F7(s)| < C1+Cy  vooralle seR.

In Formule (79) hebben we gezien dat de oneigenlijke integraal f;o il +152 ds

convergeert. Omdat 0 < |f(s)] < % is voor alle s € R, mag men nu

concluderen dat de oneigenlijke integraal [ |7(s)| ds convergeert.

-~
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Zo vinden we:

Gevolg 8.8 Als de functies f, f" en f" alledrie continu en absoluut integreer-
baar zijn, dan is de functie f(s) absoluut integreerbaar en gelden de formules
(90) en (91). |

Laten we de Fourier inversie formule (89) nog eens nader bekijken. Wan-
neer de functie f continu is in het punt x, dan is het linkerlid gelijk aan f(z).
Voor het rechterlid van de Fourierinversie formule (89) geldt

~

/_z F(s)ei™ds = /OR []?(s)em n f(—s)e’m] ds |

Dus is het bestaan van de limiet limpg fiz f(s)e™*ds equivalent met het
gewoon convergeren van de oneigenlijke integraal

/ [J/”\(s)em + f(—s)e’i“} ds .
0
De integrand hierin kunnen we schrijven als
f(s)ei“ + f(—s)e_ws = A(s) cos(zs) + B(s)sin(xs)

waarin

~

AW = Flo+Fis) =2 [ f0costst) e

~

Bs) = i[f(s) - fi-s)] =2 / F(t)sin(st) dt.
We vatten de voorgaande discussie als volgt samen:

Gevolg 8.9 Zij f : R — C een stuksgewijs continu differentieerbare en
absoluut integreerbare functie. Dan geldt voor iedere punt x € R waarin f

continu Iis,
f(z) = l/0 (a(s)cos(zs) + b(s) sin(xs) )ds (92)

/0
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met

a(s) = / () cos(st)dt, (93)
bs) = / () sin(st)dt (94)

Opmerkingen

1.

Als f een even functieis (d.w.z. f(—x) = f(z) voor alle x € R ) dan is
b(s) = 0 voor elke s en in (92) komen geen sinus-termen voor. Een even
functie f, die ook voldoet aan de voorwaarden van Gevolg 8.9, wordt
dus gegeven door een cosinus-integraal:

f(z) = %/00 a(s) cos(xs)ds (95)
0
met o
a(s) = 2/ f(t) cos(st)dt.
0
. Als f een oneven functie is (d.w.z. f(—x) = —f(z) voor alle x € R ),

dan is a(s) = 0 voor elke s. Dus wordt een oneven functie f, die ook
voldoet aan de voorwaarden van Gevolg 8.9, gegeven door een sinus-

integraal: o
fla) =+ / b(s) sin(zs)ds (96)

b(s) = 2/000 f(t) sin(st)dt.

Voorbeelden.

1.

Neem de even, continue en stuksgewijs continu differentieerbare functie
f(t) = e~ met @ > 0. Dan geeft de berekening van de integraal (93):

00 e8] st —ist
+
/ e~ cos(st)dt = 2/ e %dt
oo 0

_ / e(ais)tdt+/ 67(a+is)tdt
0 0

1 1 2a

a—1is a-+is a?+s?’
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In combinatie met Gevolg 8.9 laat dit zien:

golal _ 20 / T eoslzs) (97)
T Jo a°+s
Hieruit volgt voor a > 0 en x > 0 de formule
* cos(zs) T
ds = —e™ ™. 98
/0 2 +s2 T 2" (98)

Voor =0 en a =1 is dit Formule (79).

Het linkerlid van (97) is op het open interval (0, co) een differentieerbare
functie. Door in (97) de afgeleide naar x te nemen krijgen we voor

x> 0: - ( )
S sIn\xrs e
— ~ 2ds=—e ", 99
A S g = T (99)

Voor z = 0 is dit duidelijk onjuist, maar daar is het linkerlid van (97)
dan ook niet differentieerbaar!

Zo hebben we de Fourierinversie formule dus gebruikt als een truc om
een paar oneigenlijke integralen te berekenen!

. We beschouwen de functie f gedefinieerd door

ft)=4 als [t|<1, f(t)=0 als [t|>1.

Deze functie is even, stuksgewijs continu-differentieerbaar en absoluut
integreerbaar. In de voorbeelden in Paragraaf 8.2.5 zagen we al dat z'n
Fouriergetransformeerde is:

sin s

f0) =1, fle)== abs s#0

~ -~

Dus is a(s) = § (F(s) + J(~s)) = ()
Formule (95) geeft voor alle = # +1:

flz) = l/ooo sins cos(zs) s

T
Voor z = 0 leidt dit tot:

Nog een oneigenligke integraal berekend m.b.v. de Fourier inversie for-
mule! &
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Voor periodieke functies heeft men de formule van Parseval (73). Het
analogon daarvan voor de Fouriertransformatie is de formule van Plancherel:

Stelling 8.10 Laat f : R — C een stuksgewijs continue functie zijn waar-
voor beide oneigenlijke integralen [ |f(t)| dt en [ |f(t)[* dt convergeren.

Dan convergeert ook de oneigenlijke integraal [~ |f(s)]2 ds en geldt de
formule van Plancherel:

[ =y T CT (100)

Opmerking. Het linkerlid in de formule van Plancherel (100) kan worden
geinterpreteerd als de totale energie corresponderend met f, terwijl in het

~

rechterlid | f(s)|* kan worden geinterpreteerd als de energiedichtheid waarmee
de frequentie 3> in de Fourierontbinding van f vertegenwoordigd is.

Voorbeeld.
We beschouwen nog een keer de functie f gedefinieerd door

ft)=3% als [t| <1, f(t)=0 als |t|>1.

/:|f(t)|2dt:/_llidt:§.

Eerder zagen we al dat

Er geldt dat

~ ~ sin s

foy=1 en fs)=

voor s#0.

De formule van Plancherel levert nu:

> /gins) >
/ ( ) ds = .
o \ 5
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Opmerking. Een functie f waarvoor [*°_|[f(t)| dt convergeert noemt men
absoluut integreerbaar; een functie f waarvoor ffooo |f(t)|* dt convergeert

noemt men kwadratisch integreerbaar.

Voorbeeld. In Formule (79) hebben we al gezien dat de functie (2% + 1)z
kwadratisch integreerbaar is. Deze functie is echter niet absoluut integreer-
baar, zoals we nu zullen aantonen. Inderdaad, uit
71
dx > —dz = 3ln(q) — 3In(1) = 3ln(q)

q 1
/1 Vaz+1 1 2% 2

volgt limg_, o flq x; = dxr = oo, maar dat is geen toegestaan getal! De limiet

bestaat dus niet en daarom is de oneigenlijke integraal

niet convergent,

o 1
/ ——dx
—oo V2 + 1
en is de functie (2% + 1)’% niet absoluut integreerbaar. &

8.4 Toepassing van Fouriertransformatie bij lineaire
differentiaalvergelijkingen

8.4.1 Oplossing m.b.v. Fourier inversie formule

Zoals besproken in Paragraaf 1.1 worden sommige mechanische en elektrische
systemen gemodelleerd met een differentiaalvergelijking

V' (t) + a1’ (t) + agu(t) = ult); (101)

daarbij is u(t) het ingangssignaal, v(t) het uitgangssignaal en zijn ay en a;
positieve reéle constanten die eigenschappen van het systeem weergeven.

In de paragrafen 1.4 en 7.7.1 hebben we bekeken hoe zo'n systeem rea-
geert op een periodiek ingangssignaal. Nu gaan we bekijken hoe het system
reageert op een absoluut integreerbaar, stuksgewijs continu ingangssignaal
(bijvoorbeeld een ingangssignaal dat slechts gedurende een eindig tijdsin-
terval niet nul is). Wanneer we aannemen dat we de Fouriertransformatie
kunnen toepassen op beide leden van de differentiaalvergelijking (101), dan
leert Stelling 8.5 dat de Fouriergetransformeerden v en u moeten voldoen
aan:

—5%0(s) + ia150(s) + agv(s) = u(s)
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ofwel
1

—s? 4+ isay + ag
Omdat ag en a; positieve reéle getallen zijn, is de noemer # 0 voor alle reéle
waarden van s.

Formule (102) definieert de functie ¥(s) in termen van de Fouriergetrans-
formeerde u(s) van het (bekende) ingangssignaal u(t). Wanneer het ingangs-
signaal u voldoende net is (bijvoorbeeld tweemaal continu differentieerbaar
met absoluut integreerbare u, u’ en u”) dan kunnen we, geinspireerd door de
Fourier inversie formule (90), een functie v(t) definiéren door:

o(t) = = / T s)eitds = /_ T ue)ert (103)

21 ) _ o 21 J_o =82 +ia15 + ag

o(s) = a(s) (102)

(Merk de analogie met Formule (77) op.)
Deze functie voldoet aan de voorwaarden van Stelling 8.5 en er geldt

(F(" + a1v’ + agv))(s) = (—s* +iays + ag) V(s) = U(s).

De Fourier inversie formule (90) leert dat voldoende nette functies kunnen
worden teruggewonnen uit hun Fouriergetransformeerde. Twee functies met
gelijke Fouriergetransformeerden moeten daarom gelijk zijn. In het onderha-
vige geval betekent dat

V' (t) + a1’ (t) + agu(t) = u(t).

Dit levert één speciale oplossing v van de inhomogene differentiaalvergelij-
king (101). Elke andere oplossing, zoals het echte uitgangssignaal, is de som
v + f van deze speciale oplossing v en een oplossing f van de homogene
differentiaalvergelijking: f” + a1 f’ + aof = 0. Omdat oplossingen van de ho-
mogene vergelijking uitdempen kunnen we nu concluderen dat na een (korte)
aanloopperiode het uitgangssignaal (vrijwel) gelijk is aan de functie v(t).

Vergelijk de formule (103) met de Fourier inversie formule (90) voor het
ingangssignaal

u(t) = = /Ooa(s>e“8ds.

:% n

In fysische taal komt dit erop neer dat het ingangssignaal w(t) wordt ge-
schreven als een continue superpositie van eenvoudige golven u(s)e’!, met
golflengte 2% en amplitude @(s).
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Wanneer we de noemer in formule (103) schrijven als
—s? tiars+ag = (is — M) (is — Xg) = —(5+1iA)(s+i)2)

met Ay o = %(—al + \/a? — 4ap) , zien we dat

de componenten in het ingangssignaal waarvoor s dicht bij —i\; of
—i\o ligt worden versterkt, terwijl er sprake is van steeds toenemende
verzwakking naarmate s verder van deze karakteristieke getallen af ligt.

8.4.2 Oplossing m.b.v. het convolutieproduct

Beschouw nog een keer de tweede orde lineaire differentiaalvergelijking (101)
met ag > 0, a; > 0 en a? — 4ag # 0. In dit geval is

P =X N+ad+ag = (A= )\ = X9)

met Ay g = %(—al + /a2 — 4ag). Bijgevolg is \; — Ay = \/a? — 4ag # 0 en

I 1 1 11
P(is)  (is — A)(is — Aa) Al —Ag \is — A 45 — A
Volgens (83) is het rechterlid de Fouriergetransformeerde g(s) van de functie
0 als ¢t <0,
g(t) = { Y (eMt —er!) als ¢ > 0. (104)

We zien dat de Fouriergetransformeerde v van het uitgangssignaal het
product is van twee Fouriergetransformeerde functies:

u(s) = g(s)u(s), (105)

waarbij u het ingangssignaal is en g de karakteristieke eigenschappen van het
systeem weergeeft. De Fourier inversie formule (90) maakt hier dan van

o(t) = % /_ " G(sYii(s)ettds

Men kan echter v ook direct uitdrukken in g en u, zonder eerst de Fourierge-
transformeerde van u te berekenen en zonder de Fourier inversie formule te
gebruiken. Er geldt namelijk:

v(t) = /_00 g(x)u(t —x)dx. (106)

[e.9]
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De integraal in (106) wordt meestal genoteerd als g * u(t), d.w.z.
g% ult) = / (@)t — ) do. (107)

Men noemt de functie g x u het convolutieproduct van g en w.
We kunnen zo de conclusie formuleren:

Het uitgangssignaal v is het convolutieproduct, v = ¢ * u, van het
ingangssignaal u en de functie g die de karakteristieke eigenschappen
van het systeem weergeeft.

In het geval van de differentiaalvergelijking (101) met a; > 0, ag > jai
krijgen we zo de volgende uitdrukking voor de oplossing:

> 7lam 3
v(t) = \/450_&%/0 e 2% gin(1y/4ag — af x) u(t — z)dx.

Bewijsschets voor de juistheid van (106). Het is voldoende dat we laten
zien dat beide leden van vergelijking (106) dezelfde Fouriergetransformeerde
hebben; d.w.z. dat g * u = gu. Daarvoor maken we de volgende berekening:

TTu(s) = /_ et (g s u)(t) dt

= / / e 5 g(x) e BNy (t — ) da dt

= /_Oo e g (x) </_Z e_iS(t—m)u(t _ dt) do
/: ™17 g () dx) (/: ey (y) dy) (met y = t — )

= g(s) uls)
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Opmerking. Teneinde de definitie van het convolutieproduct d.m.v. For-
mule (106) minder mysterieus te doen lijken kan men kijken naar de coéfficién-
ten van het product van twee veeltermen. Als je het product A(z)B(x) van

Alx) = ag+ a1x + ayr® + aza®

B(ZE) = b() + bll’ + bQZL'Q ,
geduldig uitwerkt vind je:

A(l’)B(l’) = aobo + (aobl + &1[)0)1’ + (a062 + &1[)1 + CLQbo)l‘Q
+ (a1bs + ashy + asbo)x® + (azby + azbi)z® + azbya®
= ¢t+caxr+ c2x2 + 63x3 + 049(;4 + 051’5

waarbij de coéfficiénten ¢, worden gegeven door

n

Cp = E abp—i ;

k=0

hierbij moet worden gesteld: a; =0 als k > 3 en b; = 0 als j > 2.
Is de geligkenis met Formule (106) niet verbluffend?
8.4.3 De warmtevergelijking op R

We bestuderen nu de warmtevergelijking (met gegeven constante a > 0)

ou d*u

g 1
ot a8x2 (108)
voor x € R en t > 0 met de beginvoorwaarde
u(z,0) = g(z) voor alle z € R. (109)

Hierin is g(x) een gegeven functie die de initiéle temperatuurverdeling aan-
geeft. We nemen aan dat g tweemaal continu differentieerbaar is en dat g,
g’ en ¢” alledrie absoluut integreerbare functies zijn, d.w.z. dat

/ 19(@)| de, / /() dr, / "(@)|dz bestaan.

o0 (e 9] (e 9]

In dit geval zoeken we een oplossing u(z,t) van (108) die aan (109) voldoet
en waarvoor de volgende integralen bestaan voor alle ¢ > 0:

[e'e) o) o) 2
/_Oo lu(z, t)| dz, /_Oo 8uéxx, t)‘ dr en /_ Ou(w, t)

2
| Ox

‘ dr.  (110)
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Deze condities spelen de rol van de randvoorwaarden en garanderen dat

t
lim u(z,t)=0 en lim dulz,t)

T—oo T—Fo00 ox

=0 voor alle t > 0.

Voorlopig veronderstellen we dat zo'n functie u(zx,t) bestaat. Dan leren
Gevolg 8.8 en de Fourier inversie formule (90)

u(z,t) = L /OO u(s, t)e™* ds (111)

27

—00

u(s,t) = /OO e Tz, t) dx (112)

voor alle t > 0.

Formule (111) geeft de oplossing als een ‘continue lineaire combinatie’ (of
‘superpositie’) is van basisfuncties €*** met coéfficiénten u(s, t) die van de tijd
t afhangen. Hier fungeert s als een parameter die de basisfuncties aangeeft.

Veronderstel dat we in (112) de afgeleide naar ¢ mogen berekenen door
de integrand naar t te differentiéren. Wanneer we dan ook nog gebruiken dat
u(z,t) aan de warmtevergelijking (108) voldoet, dan vinden we

ou(s,t) [ _,.. Ou(x,t) _ © L 0fu(x,t)
8t / e Tdﬂ? = CL/ e Wdﬂf

—00 o0

Door tweemaal partiéel integreren krijgen we:

ou(s,t) o [P i
g = (—1is) a/_ooe u(z,t) dz

oftewel

9a(s, t)
ot

Voor iedere s € R is dit een gewone differentiaalvergelijking voor u(s,t) (als
functie van ¢) met de oplossing

= —as® u(s,t). (113)

(s, t) = e 1(s,0) (114)

waarin

(s, 0) = /_ T @ dr = §(s). (115)



Met de methode die leidde tot Formule (88), kan men vrij eenvoudig laten
zien dat de Fouriergetransformeerde van

1 22

e dat | 116
Viart ( )

beschouwd als functie van de variabele z en met constante t > 0, wordt
gegeven door

G(z,t) =

G(s,t) = et
De functie G(z,t) in (116) noemt men de warmtekern. We kunnen Formule
(114) nu dus schrijven als:

~

a(sv t) = G(S7 t) ?(3) )

een formule die verbluffende gelijkenis vertoont met Formule (105). Hierbij
hoort het volgende analogon van Formule (106):
Formule van Poisson:

uat) = —— | e e (117)

Bij onze afleiding van de Formule van Poisson zijn we uitgegaan van een
oplossing u(z,t) van de warmtevergelijking, die ook voldoet aan de begin-
voorwaarde u(z,0) = g(0). Omgekeerd kunnen we (117) gebruiken om voor
een tweemaal continu differentieerbare functie g met absoluut integreerbare
g, ¢ en ¢’ een functie van twee variabelen u(z,t) te definiéren. Door te
differentiéren onder het integraalteken kan men dan bewijzen dat die functie
u(z,t) voldoet aan de warmtevergelijking (108). Het controleren dat deze
oplossing ook voldoet aan de beginvoorwaarde (109) gaat iets minder recht
toe recht aan omdat we in het rechterlid van (117) niet ¢ = 0 mogen zet-
ten. In plaats van ¢ = 0 in te vullen nemen we in (117) de limiet voor
t | 0. Met de nodige technische afschattingen kan men laten zien dat aan de
beginvoorwaarde (109) is voldaan, in die zin dat

ltilrglu(a:,t) = g(z) voor alle x € R.

Men kan de Formule van Poisson (117) zien als nog een voorbeeld van
het in Paragraaf 8.4.2 geformuleerde principe:

96



Het uitgangssignaal, in casu u(x,t) op een tijdstip ¢, is het convolu-

tieproduct, van het ingangssignaal, in casu g(z), en de functie die de

karakteristieke eigenschappen van het systeem weergeeft, in casu de
2

warmtekern G(z,t) := \/ﬁ ¢ dat
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9 De Dirac deltafunctie

9.1 Inleiding tot de Dirac deltafunctie ¢(x)

De Dirac deltafunctie §(z) is een belangrijk hulpmiddel in de fysica. In
natuurkundige teksten wordt d(x) wel omschreven als de functie die overal
nul is, behalve bij nul, waar zij oneindig is:

5(x):{ 0 wvoor z#0, (118)

oo voor x =0,

maar wel zo dat -
/ d(z)dx = 1. (119)

Wiskundigen hebben als kritiek op deze “definitie” dat een functie een
voorschrift hoort te zijn dat aan getallen getallen toevoegt (getallen in R, zeg),
maar dat oo niet kwalificeert als een getal en daarom niet als functiewaarde
kan worden gebruikt.

Een manier om aan deze kritiek tegemoet te komen, die ook in veel na-
tuurkundeteksten wordt gebruikt, is de Dirac deltafunctie te introduceren
met een limietovergang. Bijvoorbeeld, neem € > 0 en beschouw de stuksge-
wijs continue functie d. : R — R gedefinieerd door

1

_J 5z voor x| <e,
Oo(z) = { 0 voor |z|>e. (120)

Het is duidelijk dat voor alle € > 0 geldt

o 1 &€ 1
/_ O (x) dx 5 /_6 dx 5 %

[e.e]

oo

lim de(x) de =1

el0 oo

in overeenstemming met (119), terwijl

lim 6. () — { 0 wvoor z # 0,

10 oo voor z =0.

Natuurkundigen zeggen dat als € | 0, de functie 6.(x) convergeert naar
de deltafunctie §(x) en noteren dat als:

151?3 d-(x) = 0(x). (121)
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Het woord “convergeert” kan men als volgt rechtvaardigen. Voor een
continue functie f : R — R is

> 1 [° 1
| r@ieyde =5 [ re)de = - (Pe) = F(-2)
waarbij F' een primitieve is van f, d.w.z. F' = f. Daaruit volgt
181%1 /_Z f(2)b(zx)de = %[lalfgw i E{E F(—e?)_; F(0)
= 3 [F'(0) + F'(0)]
= [f(0)

Een afbeelding van de verzameling van alle continue functies naar R is een
voorschrift dat aan iedere continue functie een getal toevoegt. Voorbeelden
van dit soort afbeeldingen (d.w.z. voorschriften) zijn ®y en ®. gegeven door:

Bolf) = f(0)
B.(f) = / f(2)6.(x) da

Daarmee kunnen we de voorgaande berekening samenvatten als

li{g O.(f) = Po(f) voor elke continue functie f. (122)

Dat we hier ®¢(f) schrijven i.p.v. f(0) is een keuze van notatie. We hadden
er ook de notatie [°° f(x)d(x)da voor kunnen kiezen. Hoewel op het eerste
gezicht vreselijk pompeus, is de formule

| @) ds = 10 (123)

in de praktijk juist vreselijk handig. Daarmee kan (122) worden herschreven
in de uiterst aantrekkelijke vorm:

lim /_ " H(@)0.(2) do — /_ T H@)0() da (124)

€l0

voor elke continue functie f.
Wanneer men de notatie in Formule (124) reduceert tot de meest es-
sentiéle onderdelen komt men wit op Formule (121).
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In de opgaven zullen we nog meer voorbeelden zien van families van func-
ties o, (z) waarvoor met de bovenstaande interpretatie geldt

ILHE wa(z) = 6(x).

9.2 Consequenties van [~ f(z)d(z)dz = f(0).

Neem een reéel getal ¢ en een continue functie g : R — R. Pas nu Formule
(123) toe op de functie f die wordt gegeven door f(x) = g¢(t — x). Het
resultaat is

/OO g(t —x)d(x)dx = g(t). (125)

—00

Wanneer we in deze integraal substitueren x =t — y vinden we

/fg@w@—mdy:g®. (126)

o0

Door t = 0 te nemen vinden we dan
d(—z) = o(x) (127)

d.w.z. Dirac’s deltafunctie is een even functie.
Vervolgens kunnen we (126) ook schrijven als

/fg@w@—wdyzg@, (125)

o0

hetgeen een interpretatie geeft voor de verschoven deltafunctie 6(y — t) als
“functie” van de variabele y.

Met de notatie voor het convolutieproduct (107) in gedachten kunnen we
Formules (125) en (126) ook schrijven als

dxg=g¢g en g*xd =g voor elke continue functie g ; (129)

m.a.w. Dirac’s deltafunctie is voor het convolutieproduct wat de constante
functie 1 is voor het gewone product.
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Wanneer we in Formule (123) f(z) = ¢ *** nemen vinden we

/ S(z)e ™ dr = 1 voor elke s € R (130)

[e.o]

een resultaat dat men graag samenvat als

‘De Fouriergetransformeerde van Dirac’s deltafunctie is de constante functie 1.‘

9.3 Dirac’s deltafunctie en differentiaalvergelijkingen

Zoals besproken in paragraaf 1.1 worden sommige mechanische en elektrische
systemen gemodelleerd met een differentiaalvergelijking

V(1) + ayv'(t) + agu(t) = u(t);

daarbij is u(t) het ingangssignaal, v(t) het uitgangssignaal en zijn ag en
a; positieve reéle constanten die relevante eigenschappen van het systeem
weergeven.

Wat gebeurt er als dit systeem slechts op één moment een ingangs-
signaal krijgt?

Laten we aannemen dat zo'n situatie kan worden gemodelleerd door de
vergelijking
V"(t) + a0 (t) + agv(t) = 6(¢) (131)

of liever nog, laten we aannemen dat net als in Paragraaf 8.4.2 het witgangs-
signaal wordt gegeven door het convolutieproduct van het ingangssignaal §(t)
met de functie die karakteristiek is voor het systeem d.w.z.

u(t) = (6xg)(t) = g(t)
met als in (104)
= 0 als t <0,
g( ) - Ali)\Q (6)\1t o ex\zt) als ¢ Z 0.

In het geval dat a? — 4ay < 0 is, kan dit voor ¢ > 0 ook worden geschreven

als
o(t) = 22— e 2% gin( Tt \/4ag —af)

4dap—ay
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0.6

Figuur 5: Grafiek van functie v(t) voor ag = a; = 1.

Deze functie is overal op R continu, maar is in 0 niet differentieerbaar, omdat
v(h) —v(0

T O RCLC) Ry

10

— Ath _ pA2h _
lim v(h) —v(0) 1 i € e A — Ay

h10 h - A — Ay RO h A= B

1.

Wanneer we de functie v(t) willen zien als een oplossing van de diffe-
rentiaalvergeligking (131) mogen we v'(t) en v"(t) niet interpreteren als de
gewone eerste en tweede afgeleiden van een functie. Veeleer ligt het voor de
hand dat de sprong ter grootte 1 in de eerste afgeleide bij O zich manifesteert
als een bijdrage 6(t) in de tweede afgeleide.

Een verdere uitwerking van de theorie die hier achter zit zou ons voor nu
echter te ver voeren.
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10 Appendix A: Complexe getallen en com-
plexwaardige functies.

10.1 Complexe getallen

Omdat complexe getallen van onmisbaar belang zijn voor een efficiénte be-
schrijving van veel wiskundige en natuurkundige theorieén, geven we hier een
korte inleiding in complexe getallen.

Een complez getal is een vector z = < ;j > in het vlak met de Cartesische

coordinaten x en y.

0 v

Voor een complex getal z = ( ‘; ) noemt men x het reéle deel van z en
y het imaginaire deel van z; notatie

r=%RNz, y = S3z.

De complex geconjugeerde van het complexe getal z = ( ;j ) is het complexe

-3

dat het spiegel-beeld is van de vector z t.a.v. de horizontale as. De absolute

getal

waarde van het complexe getal z = ( z ) is zijn lengte
|z| = /22 + v
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Uit deze definitie volgt onmiddellijk dat |z| > 0. Als r = |z] # 0 and ¢ de

hoek is die de vector z = z met de horizontale as maakt, dan geldt

T =Trcosy, Yy=rsing

2= ( reos ¢ ) |
7rsin

De hoek ¢ heet het argument van het complexe getal z = ( Z ); notatie

en dus

o =Argz.

Het argument is gedefinieerd alleen voor de complexe getallen z # ( 8 )

Twee zulke complexe getallen
= (i) e e (52
zijn gelijk dan en slechts dan als
rL=ry en ;= g+ 2rk,
waarin k € 7Z een geheel getal is; k =0,£1,42,... .

De verzameling van alle reéle getallen noteert men als R. De verzameling
van alle complexe getallen noteert men als C.

Optelling en vermenigvuldiging van complexe getallen wordt gedefinieerd

door, resp.
T To 1+ Zo
+ = 132
(y1> <y2) <?J1+y2> (182)

T T T1T2 — Y1Y2
= . 133
(?h) (yz) (x1y2+x2y1> (133)
Men kan nagaan dat hiervoor de gebruikelijke rekenregels gelden: voor alle

complexe getallen zy, 29, 23 geldt

(21 +ZQ) +2z23 = z1+ (22 +23)

21+ 29 = 294+ 2
(z120)23 = 21(2223)
2020 = 2321
21(20 + 23) = 2120+ 2123
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Omdat de optelling van complexe getallen (132) de gewone optelling van
vectoren op het vlak met de parallelogramregel is, geldt dat

|21 + 20| < |z1| + |22]

(de driehoeksongelijkheid).

21+ 22

’21

Reéle getallen ziet men als bijzondere complexe getallen: namelijk die
waarvan het imaginaire deel 0 is:

[z
=14
Voor die getallen geldt inderdaad
x ¥y [ x+y T v\ _ [ xy
(o) (8)=(5") = (5)(5)-(7)

Verder hebben we
O+z=2 0z=0, 1z=~=2.

Merk op dat de aftrekking van complexe getallen is gedefinieerd door
21— 29 = 21 + (—1)22

Het complexe getal met reéel deel 0 en imaginair deel 1 wordt kortweg

genoteerd als ¢:
i 0
=)
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Een bijzonder geval van de vermenigvuldigregel (133) is

=(3)(0)-(3)

Een complex getal z kunnen we nu schrijven als

(- () ()

Omgekeerd kan men de vermenigvuldigregel (133) terugvinden door de bo-
vengenoemde rekenregels te gebruiken in combinatie met 2 = —1.

Ieder complex getal z # 0 heeft een inverse t.a.v. de vermenigvuldiging:
inderdaad, uit z # 0 volgt |z| # 0 en verder is

Z=a? 4y = |

dus

z .z
ZW =1, oftewel 2z~ = W

Voor een reéel getal ¢ definieert men het complexe getal e door

e :=cost + isint. (134)

1t
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In het bijzonder is

Verder laat definitie (134) meteen zien
e =€ <= eris een geheel getal k € Z zodat s =t+2nk. (135)

De complexe getallen die men met definitie (134) krijgt zijn precies de
complexe getallen met absolute waarde 1; inderdaad:

|| = \/(cost)? + (sint)? = 1;
als z=x+iy en |z =1, dan 2?2 +¢* =1

en dus iser een t € Rzo dat = =cost, y =sint.
Voor reéle getallen s, is
oS pit — pilstt) (136)
Deze regel is equivalent met de bekende trigonometrische formules

cos(s+t) = cosscost — sins sint

sin(s +¢) = sins cost + coss sint.

Uit (136) volgt dat ()™ = e™. Alsr =|z| is and ¢ = Arg z , dan geldt

[ rcosp \ .
z-(rsingo)—r(cosgojtzsmgp)

ofwel
z =re*.

De regel (136) impliceert ook dat voor twee complexe getallen z; = 1€’ en
2y = 19€"2 geldt 2129 = rree’P1192)  zodat

|z120] = 1o = |21| |22|, Arg(z122) = 1 + @2 = Argz; + Arg 2s.

Uit de laatste formules volgt de eenvoudige meetkundige interpretatie van de
vermenigvuldiging van complexe getallen.
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2122

& p1+ 2

Vv

™ Z1
P2

P1

Voorbeeld. Wat is v/1 als we 1 als een complex getal beschouwen? Met
andere woorden, wat zijn de oplossingen van de vergelijking z* = 1 in C?
Zoek oplossingen in de form z = re®. Dan is de vergelijking equivalent

met
7"363“’0 — ezO‘

Dit impliceert dat r =1 en 3¢ = 04 27k met £k = 0,41, 42, .... Dus

otk
@k:%, E=0,41,42, ...,

waarvan alleen £ = 0,1 en 2 tot verschillende complexe getalen leiden. Dus
krijgen we

_0 2w A
Yo=Y, ¥1= 3 y P2 = 3 )
zodat er drie complexe oplossingen ontstaan: zp = 1 en
ox 2 2 1 3
2 = ' = cos% +isin§ =3 —I—z'\/T_,
ix _gem 21 2m 1 /3
Zg = €'3 =e "3 =cos— —isin—=—= —1—.
3 3 2 2
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“1

~0

Y

|
[E—
|
DOl
(an)
—_

Z2

Merk op dat zo = Z;. &

10.2 Functies R — C

Ook het gebruik van functies van een reéle variabele die complexe getallen
als functiewaarden aannemen, geeft vaak een efficiéntere en natuurlijkere be-
schrijving dan het gebruik van louter reéelwaardige functies . Om die reden
hebben we in deze paragraaf een aantal zaken over dergelijke complexwaar-
dige functies bij elkaar gezet.

Door de functiewaarden te splitsen in reéel en imaginair deel splitst ook
de functie f in een reéel deel Rf en een imaginair deel Jf:

f:R—C, Rf:R—R, Sf:R—R,
(RA(E) :=R(f(E), (Sf)(t):=(f(t)) vooralle teR,
f=Rf +4Sf, f(t) =Rf() + SFQR).

Definitie 10.1 De functie f : R — C heet continu als Rf en If beide
continue reéelwaardige functies zijn.

Deze definitie is in overeensteming met de wat abstractere definitie: De
functie f : R — C heet continu in t € R als er bij iedere € > 0 een § > 0 is
zodat voor alle h met |h| < 0 geldt

[fE+h) = f)] <e
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Inderdaad, geldt voor ieder tweetal complexe getallen z = x+iy en w = u+1iv,
met x,y,u,v € R dat

[z —ul<|z—w|, [y—v[<|[z—w| en |[z-w[<|z—ul+|y—1]
Dus
|f(t+h) = fOI < [RfF(E+R) = RG]+ S+ R) —Sf(D)]
en

(RFE+h) —RFO)] < [fE+h) = fQ),
SfE+h) =S < |fE+h) = Q)]
Dus is f : R — C continu volgens de abstracte definitie dan en slechts dan

als Rf en §f beide continue functies zijn.

Definitie 10.2 Een functie f : R — C heet differentieerbaar als Rf en S f
beide differentieerbare reéelwaardige functies zijn. In dat geval definiéren we

f1(t) == (RFY(1) + 1 (Sf) (1)

en noemen dit de afgeleide van f in t € R.

Als functie f : R — C differentieerbaar is in het punt ¢ € R dan bestaat

de limiet h
LR f(0)
h—0 h

en is die gelijk aan f’(t). Opgave: Ga dat na.
Voorbeeld. Voor een complex getal A = a + i3 (o, 3 € R, i? = —1)
definiéren we de functie e’ : R — C door

e = e cos(Bt) + i e™ sin([t) voor t € R.

De functie e* is differentieerbaar omdat de functies e cos(3t) en e sin(3t)
differentieerbaar zijn, en er geldt

d
L on

pn = [ae™ cos(Bt) — Be* sin(Bt)] + i [ae™ sin(Bt) + Be™ cos(t)]

= (a+iB)(e* cos(Bt) + i e sin(Bt))
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kortom

M M
—e™ = )e
dt

O

Alle gebruikelijke rekenregels voor het differentiéren gelden ook voor func-
ties R — C; we noemen met name de produktregel

(f9)'(t) = f'(t) g(t) + f(t) ' (2);

het is een goede oefening om deze produktregel voor complex-waardige func-
ties af te leiden uit de produktregel voor reéel-waardige functies en de ver-
menigvuldigregels voor complexe getallen.

Definitie 10.3 Voor een continue functie f : R — C en voor a, b € R,
definiéren we

b b b
/f(t)dt ::/ (%f)(t)dt—l—i/(%f)(t)dt.

Volgens de bekende theorie voor het differentiéren en integreren van reéel-
waardige functies, is voor een continue functie £ : R — R

/%@ﬁ:K@—K@

waarbij K : R — R een differentieerbare functie is met afgeleide K’ = k.
Door dit toe te passen op de functies Rf en S f ziet men dat ook voor een
complex-waardige continue functie f : R — C geldt

b
| st =Fo) - Fla)
met een differentieerbare functie F': R — C zo dat F'(t) = f(t).

b
1
Voorbeeld. Als A # 0 is, dan is / eMdt = X(e)‘b — M), &
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Uit het voorgaande volgt dat de gebruikelijke formules voor partiéel in-
tegreren ook gelden voor functies f, g : R — C; er geldt namelijk:
Als G : R — C een continu-differentieerbare functie is zo dat G' = g en als
f continu-differentieerbaar is, dan is:

b b
/f(t)g(t)dtzf(b)G(b)—f(a)G(a)—/ f(OG(t)dt;

inderdaad
b b
F(B)G(b) — F(a)Cla) = / (f G (t)dt = / (PG + F()C (0)dt

Tenslotte, vermelden we dat voor a < b de gebruikelijke schatting

/ bf(t)dt‘ < [l

ook geldt voor een continue complex-waardige functie f : R — C.
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11 Opgaven

11.0 Opgaven bij Appendix A

1. Neem z = 1 + 2i. Bereken de volgende complexe getallen (schrijf de
antwoorden in de vorm re’? en in de vorm x + 7y)

zZ, 22, 1/z, Z/z.

2. Bereken Vi, d.w.z. vind alle complexe getallen z waarvoor z? = i.
Schrijf de antwoorden in de vorm re*? en in de vorm z + iy .

3. Teken in het complexe vlak alle getallen e met 0 < ¢ < 2.
4. Teken in het complexe vlak alle getallen 2¢%° met %W <p<mT.

5. Teken in het complexe vlak alle getallen 2e% + %ewp met 0 < ¢ < 27.

11.1 Opgaven bij Hoofdstuk 1

1. Geef voor elk van de onderstaande differentiaalvergelijkingen de alge-
mene oplossing y(t). Geef ook de speciale oplossing die voldoet aan de
ernaast genoemde beginvoorwaarden.

(a) ¥'—y' —2y=0,  y(0)=1, y(0)=3.
(b) ' =4y +4y =0,  y(0)=1
(€) y" =2y +5y=0, y(0)=1,

2. Geef voor elk van de onderstaande inhomogene differentiaalvergelijkin-

gen de algemene oplossing y(t).

(a) v+ 3y + 2y = cost — 3sint.

(b) v" 4+ 3y + 2y = cost + sin 2t .

(c¢) ¥y + 2y + 3y = cos4t.

(d) y" 42y + 3y = 4cost + cos4t.
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11.2 Opgaven bij Hoofdstuk 2

1. (a) Bepaal voor elk van de onderstaande matrices de eigenwaarden en
de eigenvectoren. N.B. hierbij kunnen complexe getallen optreden!

11 11 11
AIZ(O 1)7 AQZ(O 2)7 A3:<1 0)’

01 0 —1 1 -1
w=(10) w-(V3) a1 y)

(b) Laat zien dat de matrices Ay, Az, Ay, A5, Ag diagonaliseerbaar
zijn.

(c¢) Geef voor elk van de matrices Ay, Az, Ay, As, Ag de algemene
oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

d
ZF(t) = AF()

2. Zij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Definieer de lineaire afbeelding D : Pol; — Pols
door: Df = f’, de afgeleide van f.

(a) Geef de matrix van D t.o.v. de basis {1, z, 2%, 23}
Dit betekent: geef de 4 x 4-matrix A = (a;j)o<i j<3 zodat

D(ZE]> = CLOjIO + Clljl'l + CLQjIQ + (lgjl'g (137)

voor 57 =0,1,2,3.

(b) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van D m.b.v. de matrix
uit het vorige onderdeel.

3. Zij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem de operator van Hermite:

(Duier (f)) () = f"(2) = 22 f'(z) = f(2)
(a) Laat zien dat als f in Pols zit, dan is ook Dye (f) € Pols
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(b) Geef de matrix van Dy t.0.v. de basis {1, z, 2

zie (137).

, 23} van Pols;

(c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de lineaire operator
Dy op de lineaire ruimte Poly m.b.v. de matrix uit het vorige
onderdeel.

4. 7ij Pols de lineaire ruimte van alle polynomen van graad < 3 met
coéfficiénten in R. Neem de operator van Legendre:

(Dreg(f))(@) == (1 = 2) f"(2) — 22" (x)

(a) Laat zien dat als f in Pols zit, dan is ook Dye(f) € Pols

(b) Geef de matrix van Dyeg t.0.v. de basis {1, z, 2% *} van Pols;
zie (137).

(c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de lineaire operator
Dieg op de lineaire ruimte Pol3 m.b.v. de matrix uit het vorige
onderdeel.
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11.3 Opgaven bij Hoofdstuk 3

De volgende opgaven gaan over het gebruik van de methode van scheiding
van variabelen.

1. We onderzoeken functies u(z,t) die voldoen aan de partiéle differenti-
aalvergelijking

Upe = U +u voor O<ax<m,t>0 (A1)

en die te schrijven zijn als u(z,t) = X (x)7T(t), met X (x) resp. T(t) een
voldoende vaak differentieerbare functie van een variabele x resp. t.

(a) Vertaal de gegeven partiéle differentiaalvergelijking in een stel ge-
wone differentiaalvergelijkingen voor de functies X (x) en T'(¢).

(b) Geef alle functies u(z,t) van de vorm u(z,t) = X (z)T'(t) die vol-
doen aan de gegeven partiéle differentiaalvergelijking (A1) en die
bovendien ook nog voldoen aan de randvoorwaarden

u(0,t) = u(m,t) =0 voor t>0.

2. We onderzoeken functies u(x,t) die voldoen aan de partiéle differenti-
aalvergelijking

Upy = Uy +u voor 0<ax<m, t>0. (A2)

(a) Eerst onderzoeken we oplosssingen van (A2) die te schrijven zijn
als u(z,t) = X(x)T'(t), waarbij X (x) resp. T'(t) een voldoende
vaak differentieerbare functie is van één variabele x resp. t.
Vertaal de partiéle differentiaalvergelijking (A2) in een stel ge-
wone differentiaalvergelijkingen voor de functies X (x) en T'(t).

(b) Geef alle functies u(z,t) van de vorm u(z,t) = X (z)T'(t) die vol-
doen aan de partiéle differentiaalvergelijking (A2) en die boven-
dien ook nog voldoen aan de randvoorwaarden

u(0,t) =u(m,t) =0  voor t>0.
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()

Geef een oplossing u(zx,t) van de partiéle differentiaalvergelijking
(A2) die voldoet aan de rand- en beginvoorwaarden

u(0,t) = u(m,t) =0 voor t >0,

u(z,0) =sinz, uz,0)=sin2z voor 0 <z <.

3. We onderzoeken functies u(x,t) die voldoen aan de partiéle differenti-
aalvergelijking

Upy = —Uy +2u; —u voor 0<zx<m,t>0. (A3)

()

Eerst onderzoeken we oplosssingen van (A3) die te schrijven zijn
als

u(z,t) = X(x)T(t), waarbij X (z) resp. T'(t) een voldoende vaak
differentieerbare functie is van één variabele x resp. t.

Vertaal de partiéle differentiaalvergelijking (A3) in een stel ge-
wone differentiaalvergelijkingen voor de functies X (x) en T'(¢).

Geef alle functies u(z,t) van de vorm u(z,t) = X (2)T'(t) die vol-
doen aan de partiéle differentiaalvergelijking (A3) en die boven-
dien ook nog voldoen aan de randvoorwaarden

u(0,t) =u(m,t) =0  voor t>0.

Geef een oplossing u(x,t) van de partiéle differentiaalvergelijking
(A3) die voldoet aan de rand- en beginvoorwaarden

u(0,t) = u(m,t) =0 voor t >0,

u(z,0) =sinz, uz,0)=sin2z voor 0 <z <.

Waarschuwing: De functie u(x,t) in dit onderdeel heeft niet de
bijzondere vorm X (z)T'(t).

4. We onderzoeken functies u(z,y) die voldoen aan de partiéle differenti-
aalvergelijking

Upy + Uy +5u=0 voor 0<z<7m 0<y<m. (A4)
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(a)

Eerst onderzoeken we oplosssingen van (A4) die te schrijven zijn
als u(x,y) = X(z)Y (y), waarbij X (z) resp. Y (y) een voldoende
vaak differentieerbare functie is van één variabele x resp. y.
Vertaal de partiéle differentiaalvergelijking (A4) in een stel ge-
wone differentiaalvergelijkingen voor de functies X (x) en Y (y).

Geef alle functies u(z,y) van de vorm u(z,y) = X(z)Y(y) die
voldoen aan de partiéle differentiaalvergelijking (A4) en die bo-
vendien ook nog voldoen aan de randvoorwaarden

u(0,y) = wu(my) =0 voor 0<y<m,
u(z,0) = 0 voor 0<z <.

Geef alle functies u(z,y) die voldoen aan de partiéle differenti-
aalvergelijking (A4) en die bovendien ook nog voldoen aan de
randvoorwaarden

u(0,y) = wu(my) =0 voor 0<y<m,
u(z,0) = 0 voor 0<z<m
u(zx,m) = sin(3z) voor 0<z<m.

Opmerking: de functies u(x,y) in dit onderdeel hoeven niet de
vorm X (z)Y (y) te hebben.
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11.4 Opgaven bij Hoofdstuk 4

1. Definieer voor (vy,vs), (wi,wsy) € R?
<(’Ul, UQ), (wl, w2)> = 21)1’(1]1 + 3’02'11}2 — V1Wo — VoW1

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

2. Neem de lineaire ruimte CY([—1,1]) van alle continue reéelwaardige
funkties op het interval [—1,1]. Definieer voor f,g € C°([—1,1])

(f.g9) = /_ f(@)gw)da

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

3. Neem de lineaire ruimte CY([—1,1]) van alle continue regelwaardige
funkties op het interval [—1,1]. Definieer voor f, g € C°([—1,1])

(f,9) =/ f(2)g(x)V1 — 22dx.

1

Ga na dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.

4. Neem de lineaire ruimte Pol,, bestaande uit alle polynomen. Definieer
voor twee polynomen f en g

(f.9) = /_oo fl@)g(z)e ™ da.

Laat zien dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.
N.B. Omdat oneigenlijke integralen pas in Hoofdstuk 8 worden behan-
deld, mag je hier zonder meer aannemen dat de oneigenlijke integraal
bestaat.
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5. Neem de lineaire ruimte Pol,, bestaande uit alle polynomen. Definieer
voor twee polynomen f en g

(f.9) = /OOO f(x)g(z)e “dx.

Laat zien dat deze formule voldoet aan de eisen voor een inprodukt.
N.B. Omdat oneigenlijke integralen pas in Hoofdstuk 8 worden behan-
deld, mag je hier zonder meer aannemen dat de oneigenlijke integraal
bestaat.

6. Neem de lineaire ruimte Pols bestaande uit alle polynomen met graad <
3. Neem op deze lineaire ruimte het inproduct uit opgave 3 hierboven:
voor f,g € Polg

(f.9) = /_1f(a:)g(x)\/1 — 22dx.

(a) Bereken (z™,z™) voor alle n,m € {0, 1,2, 3}.
Hint: Ga na dat voor oneven k geldt fil 21 —22dr = 0 en
dat voor even k > 2 :

1 L =1
/ (1 —2%)2dr = [— M- :cQ)%] +

1

Dus

k+2
1 -1

1 1
/ xk(l—xQ)%dx = k-l xk_z(l—xz)%dw

(b) Voer het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme uit op de ge-
ordende basis {2°, 2!, 22, 2®} van Pols.
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7. Neem de lineaire ruimte Poly bestaande uit alle polynomen met graad
< 3 met coéfficiénten in R. Neem op deze ruimte het inproduct uit
opgave 5 hierboven: voor f, g € Pols

()= [ s@gla)eda
0
(a) Ga na dat voor alle n,m € {0,1,2,3} geldt
(z",2™) = (n + m)!

Hint: [~ abe " dx = [—xke_ﬂzzgo + k[ e de =
(b) Voer het Gram-Schmidt orthogonalisatie algoritme uit op de ge-

ordende basis {2°, !, 2% z*} van Pols.

De polynomen die men zo krijgt, zijn (op een normaliserende con-

stante factor na) de zogenaamde Laguerre polynomen.
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11.5 Opgaven bij Hoofdstukken 5 en 6

1. Zij Poly, de lineaire ruimte van alle polynomen met coéfficiénten in R.
Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

(f,9) :/0 f(z)g(x)e *dx voor f,g € Poly.

Bekijk de operator van Laguerre:

D g : Pol,, — Pol

(Dragf)(x) = af’(z)+ (1 —x)f(z)

(a) Gana dat (Dyagf)(z) = €° (:r;e"”f’), (x) voor elk polynoom f.

(b) Laat zien dat Dy, een symmetrische operator is voor het gegeven
inprodukt.

(c) Bereken het spectrum van de operator Di,e volgens de methode
die in Paragraaf 6.3 leidt tot Formule (63).

2. Zij Poly, de lineaire ruimte van alle polynomen met coéfficiénten in R.
Neem op deze ruimte het inprodukt gegeven door

(f,g9) = /_00 f(a:)g(x)e’ﬁdx voor f,g € Poly,.

Bekijk de operator van Hermite:

Dger : Pol,, — Pol

(Daecf)(x) = f'(x) = 22f'(z) - f(x)

(a) Ga na dat <e‘x2f'>/ (z) = (f"(z) = 2zf'(z))e™*" voor elk poly-
noom f.

(b) Laat zien dat Dy, een symmetrische operator is voor het gegeven
inprodukt.

(c) Bereken het spectrum van de operator Dy, volgens de methode
die in Paragraaf 6.3 leidt tot Formule (63).
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11.7 Opgaven bij Hoofdstuk 7

1. Teken de grafiek van de volgende 2m-periodieke functies en bereken hun
Fourierreeks:

(a) f(m) =13, f(x):{o als —7 <2 <0

x als 0<zx<m

2 als —7m<x<0

) 0= =5 f@={F W 5]

0 als — 7 <x<0
sinx als 0<z<nm

2. Teken de grafiek van de volgende functies met periode 2 en bereken
hun Fourierreeks:
(a) f(x)=sinz als—-1<z<l1l, f(1)=0.
0 als —-1<x<0

(b) f(0) = f(1) =3, ﬂ@—{lzm 0<z<1

3. In deze opgaven bekijken we even 2mw-periodieke functies. Gevraagd
wordt om deze functies te schrijven als cosinusreeks.
N.B. de termen cosinusreeks en sinusreeks worden uitgelegd in de voor-
beelden in Paragraaf 7.6.
(a) f(z) =sinz als0<z<m.
(b) f(x)=2 als0<z<m.
(c) fle)=m—2z als0<z<m.

4. 7ij a € R, a # 0. Bepaal de Fourierreeks van de 2m-periodieke functie

f gegeven door f(z) =e™ als —m <z <m, f(r)=3(e"" +e).
Bereken hiermee vervolgens (als in de voorbeelden in Paragraaf 7.6)

o

1
2 a

n=1
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5. We bekijken de 27-periodieke functie F' : R — C die wordt gedefinieerd
door F(x) = x* — w2z voor —7 < x < .

(a) Teken de grafiek van F' op het interval [—3m,37] en overtuig je
er met deze grafiek van dat F' een continue, stuksgewijs continu

differentieerbare functie is.
o

(b) Laat zien dat voor alle x € R geldt F(z) = Z* cne™

n=—oo

_1)»
met c¢g = 0 en cn:—6i( 3) als n # 0.
n

(c¢) Laat zien dat voor alle x € R geldt

F(z) =12 Z (_n% sin(nz).
n=1

6. We bekijken de 2m-periodieke functie F': R — C die wordt gedefinieerd
door F(x) = z*> — 72 voor —1 < z < 7.

(a) Teken de grafiek van F' op het interval [—3m, 37| en overtuig je
er met deze grafiek van dat F' een continue, stuksgewijs continu
differentieerbare functie is.

(b) Bereken de coéfficiénten ¢, zo dat voor alle x € R geldt

F(z) = i* cne™.

n=—0oo

(c) Bereken Z (_1)n.

n2
n=1

7. We bekijken de 27m-periodieke functie F(z) = |sinz| voor x € R.

(a) Teken de grafiek van F' op het interval [—27, 27| en overtuig je
er met deze grafiek van dat F' een continue, stuksgewijs continu
differentieerbare functie is.

(b) Bereken de coéfficiénten a,, van de cosinusreeks
o

F(z) = Z a,, COSNI.

n=0
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11.8 Opgaven bij Hoofdstuk 8

1. Neem de functie v : R — R gegeven door

-1 als —-1<t<0

v(t) = 1 als 0<t<1
0 als t=00of || >1

Bereken de Fouriergetransformeerde Fuv.

2. Laat a,b € R, a < b. Neem de functie f : R — R gegeven door

1 als a<t<b

(8 = { 0 als t¢][a,b].

Bepaal de Fouriergetransformeerde fAvan f a b

3. We beschouwen de functie f : R — R gedefinieerd door

1= als |t <1 /\
f<t)_{0 als |t| > 1.
R ~1 1
(a) Bepaal de Fouriergetransformeerde f.

(b) Laat zien dat de functie f stuksgewijs continu differentieerbaar is

en bereken de afgeleide f'.

(c) Ga na dat Stelling 8.4 het verband verklaart tussen fen de Fou-

riergetransformeerde v in de vorige opgave.

4. 7ij f : R — R een stuksgewijs continue en absoluut integreerbare

functie. Definieer daarbij de functie g door g(t) = f(t). Laat zien dat

de Fouriergetransformeerde g wordt gegeven door
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5. Laat zien dat voor elke a # 0 de oneigenlijke integraal

/ t~te ity
1

convergeert. Hint: Gebruik partiéle integratie voor flq t—le Mt t,

6. Neem de functie f: R — R met f(t) = =2 voor ¢ # 0 en f(0) = 1.

(a)
(b)
(c)

Schets de grafiek van de functie f.
Ga na dat f een continue functie is.

Laat zien dat de integraal floo e~ f(t)dt convergeert voor elke
it

s € R met s # +1. Hint: Gebruik sint = et’z—lf en de vorige
opgave.

Laat zien dat de integraal floo et f(t)dt niet convergeert voor
s =1 en voor s = —1.

Waarom volgt uit het vorige onderdeel dat de functie f niet ab-
soluut integreerbaar is?

7. Zij a > 0. We beschouwen de functie f : R — R gedefinieerd door

(a)
(b)

e ® als t>0
f(t)_{() als t <0

Bepaal fA

Bewijs met behulp van de inversie formules voor f(c) en f(—c)
dat voor ¢ > 0 geldt:

° coscs T e > s sincs T e
— 5 ds= e en ———5 ds= e
g a*+s 2a 0 a*+s 2

(de integralen van Laplace).
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8. Laat n een geheel getal zijn met n > 0. We beschouwen de functie
f iR — R gedefinieerd door:

e als >0
f<x)_{0 als <0

(a) Bepaal fA

(b) Bereken met behulp van de formule van Plancherel de integraal
/ o dx
o (T2

9. Bewijs dat de warmte kern G(z,t) gegeven door Formule (116) een
oplossing is van de warmtevergelijking (108).
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11.9 Opgaven bij Hoofdstuk 9
1. De stapfunctie van Heaviside H : R — R wordt gedefinieerd door

0 als =<0,
H<x>_{1 als z>0.

Laat f : R — R een continue functie zijn en zij F' een primitieve van
f,dw.z. F'(z) = f(x) voor alle x € R.

(a) Ga na dat voor elke a > 0 geldt

/ fo x—i—a) H(x)da: _ F(O)—F(—a).

a

(b) Ga na dat

lim/ flz ‘H“) ICOIR

al0

(¢) Geef, met het voorgaande en de tekst bij Formule (124) in het
achterhoofd, een betekenis aan de formule

.. H(r+4a)— H(v)
5(x)—1£51 " :

Een aansprekende interpretatie van deze formule is, dat Dirac’s 6-
functie de afgeleide in O is van de Heaviside functie.

2. Definieer voor a > 0 de functie ¢, door

wa(z) = a—_2|x] als |z| <a, wo(z) =0 als |z|>a.
a

Laat f: R — R een continu differentieerbare functie zijn en zij F' een
tweemaal differentieerbare functie op R zodat F"(z) = f(z) voor alle
z € R.

(a) Bereken / f(x)ps(x) dx en schrijf de uitkomst in termen van
F(a), F(~a), F(0).
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(b) Ga na dat .
lim / f(@)ga(z) dz = F(0).

al0

(c) Geef, met het voorgaande en de tekst bij Formule (124) in het
achterhoofd, een betekenis aan de formule

§(z) = lim ga(z)

3. Laat zien dat de hieronder beschreven functies ¢, (x) allemaal de vol-
gende drie eigenschappen hebben:

limp,(z) = 0  voorelke z#0

al0
/ Yo(x)dr = 1 voor elke a >0
hH]l Pals) = 1 voor elke s € R;

hier is ¢, de Fouriergetransformeerde van (.

H(zx+a)— H(z)

(a) valz) = met H als in opgave 1.

a
(b) Yao(x) = a;_Jx\ als |z] <a, @u(zr)=0 als|z|>a.
1 o2
(c) YalT) = \/ﬁe’T (zie: Formule (88).)
-1
am . .
(d) () = o (zie: voorbeeld bij Gevolg 8.7.)

4. Vind een (gegeneraliseerde) oplossing van de differentiaalvergelijking
V() + () +u(t) =6() +0(t— 1),

door net als in paragraaf 9.3 de functie v(¢) te berekenen als het con-
volutie product van het rechterlid met de functie die karakteristiek is
voor het systeem.
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