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1 Limieten en continuiteit

Opgave 1.1

(a) Bewijs direct uit de definitie van limiet dat limy, o y = 0.
(b) Bewijs limy ¢ y3 = 0 uit de definitie van limiet.

(c) Bewijs limy ¢ y3 = 0 door stellingen te gebruiken.

Opgave 1.2

(a) Bewijs direct uit de definitie van limiet dat lim % = 2.

x—>1/2

(b) Bewijs dit ook door stellingen te gebruiken.

Opgave 1.3 We willen met behulp van de definitie van limiet bewijzen dat

) 1 1
lim = —.
x—114 x2 2

(a) Laat zien dat we voor elke § > 0 het volgende hebben: voor alle x € R met |x — 1| < § geldt:
[1 4+ x| <2+6.

Concludeer dat voor zulke x geldt:

1 1 1 1
— —4|1 —5(2 + 95).
| < g0l <y

Men kan nu § oplossen als functie van € uit de kwadratische vergelijking %52 +8§—€ = 0. Als positieve
wortel vinden we § = /1 4+ 2¢ — 1. Dit argument is in dit geval toepasbaar, maar in algemenere
situaties niet zo geschikt. We geven daarom de voorkeur aan de onderstaande argumentatie.

(b) Beredeneer dat we mogen aannemen dat 0 < § < 1. Laat zien dat dan geldt:
1 3
=82+ 90) < =4.
2 @2+9) = 2

(¢c) Zij €' > 0 willekeurig gekozen. Laat zien dat voor elke 0 < § < 1 met § < €’ we het volgende
hebben. Voor elke x € R met |x — 1| < § geldt:

1] 3,
——l <
1+x2 2

(d) Bewijs met behulp van de definitie van limiet dat limy_; # = %



Opgave 1.4 Bewijs met behulp van de definitie van limiet:

(a) lim i=% =1;

x—>1 17X

. 1—4/x 1
b) lim = :.
®) x—>1 1% 2

Opgave 1.5 Gegeven zijn een functie f : R >> R en een punt ¢ € R. Bewijs dat
lim f(x) = }}g})f(a + h)

zodra een van de twee limieten bestaat (u moet dus in het bijzonder het bestaan van de andere limiet
bewijzen).

Opgave 1.6

(a) Gegeven zijn een functiec f : R — R en een reéel getal b € R. Bewijs: de uitspraak
limy_s¢ f(x) = b is equivalent met de uitspraak limy_.o f(x3) = b.

(b) Geef een voorbeeld van een functie f : R — R waarvoor limy_.q f(x?) bestaat, terwijl
limy—0 f(x) niet bestaat.

Opgave 1.7 Bepaal de afsluiting van de volgende deelverzamelingen van R. Vergeet niet te bewijzen
dat uw antwoord correct is.

(@ ] —1,00[;
b) {x eR|x? <2}
(© {—2 |neNyU]O,1].

Opgave 1.8 Bepaal de volgende limieten.

sin 2x
-

(b) limy—so 503, (a.b € R,b # 0);

. 02
(©) limy_,q 32X,

(a) lirnx—)O

. )

(d) limy_sg —“nxzzx ;

xsin? x .
x3

. X4/sinx .

(®) limyx—o /X sinx’

(e) limy—o

. i 2_
(g) limy_yy S0OZZD)



Opgave 1.9 Zijb = (b1, b) € R2.

(a) Toon vanuit de definitie van limiet aan dat

lim y;y, = b1bs.
y—b

We beschouwen nu een tweetal functies f, g : R” > R en een punt a € R”.

(b) Toon met behulp van (a) en de substitutiestelling (nog eens) de volgende produktregel aan. Als
limy_, f(x) = by enlimy_4 g(x) = by, dan is

lim f(x)g(x) = biba.

Hint: definieer m : R> — R, y > y1y» en beschouw de functie m o ( £, g).

Opgave 1.10 We beschouwen de functie ¢ : R > R gedefinieerd door ¢(x) = % als x € R\ {0}.
Laata € R, a # 0.

(a) Toon aan dat voor alle x € R \ {0} met |[x —a| < %lal geldt:

lp(x) — p(a)] < 2la|~?|x —al.

(b) Toon met behulp van de definitie van limiet aan dat limy—.4 @(x) = @(a).

(c) Combineer het bovenstaande met de productregel en de substitutiestelling om de volgende
quotiéntregel opnieuw te bewijzen.

Stelling. Laten functies g : R” > R™ en f : R” >> R gegeven zijn, en veronderstel dat
limy—g g(x) =benlimy—y f(x) = A, meta € R", b € R" en A € R\ {0}. Dan geldt

Opgave 1.11

(a) Gegeven zijn een functie f : R” >> R”, en een punt a € R”. Met limyx_,, f(x) bestaat
bedoelen we dat er een b € R? bestaat zo dat limyx—., f(x) = b.
Bewijs: als limy—4 f(x) bestaat, dan bestaat er voor elke ¢ > 0 een § > 0 zo dat voor alle
x,y € R" geldt

x,y € Dom(f) N B(a:8) = d(f(x). f(y) <e.

Hint: gebruik de driehoeksongelijkheid voor d.
(b) Bewijs dat de limiet

S|
lim sin(—
x—>0 X

niet bestaat.



(¢c) We beschouwen de functie f : R — R, gedefinieerd door

1
_ J xsin(y) als x #0;
Jx) = 0 als x =0.

Bewijs dat limy—¢ f(x) bestaat. Hint: werk vanuit de definitie. Is de limiet uniek? Motiveer
uw antwoord.

Opgave 1.12 Bereken de volgende limieten. Maak daarbij gebruik van de formule a? — b? = (a —
b)(a + b) voora,b € R.

24+ x—=V2—x A 2x 4+ 1—4/3x
(a) lim , (b) 1lim .
x—0 X x=>1 \/x +3-2x

Opgave 1.13 Onderzoek of de volgende limieten bestaan. Zo ja, bepaal ze.

@ fim S80I i sin(—
x—0 X x—0 Sin X

).

Opgave 1.14 Definieer de functies f : R — Ren g :]0,00[— R door

xz—x

f(x) = x2, en glx) = T Jx

Bepaal limyx—q(g o f)(x).

Opgave 1.15 Zija € R" en R > 0.Zijb € B(a; R). Zijverder 0 < r < R —d(a, b). Toon aan dat

B(b;r) C B(a; R).

Opgave 1.16 We beschouwen een tweetal deelverzamelingen A, B C R” en veronderstellen dat
ieder punt van B een limietpunt van A is, m.a.w., B C A. Verder veronderstellen we dat ¢ € R" een
limietpunt van B is. Zij § > 0.

(a) Toon aan dat er een b € B bestaat met d(b,¢) < %8.

(b) Toon aan dat er een @ € A bestaat met d(a,c) < 4.

(c) Toon aan dat B C A.

(d) Veronderstel dat verder gegeven is dat A C B. Toon aan dat B = A.

(e) Toon aan dat j =A.

Opgave 1.17 Van een functie f : R — R is gegeven: f is continu en f(10) = 2. Laat zien dat er
een § > 0 bestaat zo dat voor allet €] 10 —38, 104+ 6 [ geldt: f(z) > 1. Hint: gebruik de definitie van
limiet.



Opgave 1.18 Gegeven zijn een continue functie f : R” — R en een punt ¢ € R”.

(a) Veronderstel dat f(c¢) > 0 en laat m een reéel getal zijn met 0 < m < f(c). Toon aan dat er
een § > 0 bestaat zo dat voor alle x € B(c;§) geldt f(x) > m.

(b) Veronderstel nu dat f(c) # 0. Toon aan dat er een m > 0 en een § > 0 bestaan zo dat voor alle
x € B(c;8) geldt | f(x)| > m.

Opgave 1.19

(@) Zij f : R — R continu in 0 en zij g : R — R gedefinieerd door g(x) = xf(x), voor x € R.
Bewijs dat g differentieerbaar is in O en bepaal g’(0).

(b) Zij f : R — R een begrensde functie, d.w.z. er bestaat een M > 0 zo dat | f(x)| < M voor alle
x € R. Zij g(x) = x? f(x), (x € R). Toon aan dat g differentieerbaar is in 0 en bepaal g’(0).

(c) Toon aan dat de functie & : R — R gedefinieerd door /(x) = x2sin(1/x) voor x € R\ {0} en
door /(0) = 0, differentieerbaar is in 0. Bepaal 4’ (0). Laat zien dat de afgeleide functie 4’ niet
continu is in 0.

(d) Van een functie f : R — R is gegeven dat f differentieerbaar is in 0 en dat f(0) = 0. Bewijs
dat er een functie g : R — R bestaat die continu is in 0, terwijl f(x) = xg(x), (x € R).

Opgave 1.20

(a) We beschouwen een deelverzameling D C R”, een punta € D en een functie ¢ : D \ {a} —
R™ met limy—4 ¢(x) = b, (b € R™). We definiéren de functie v : D — R™ door

_ | e(x) als x e D\{aj},
v(x) = b als x =a.

Toon aan dat ¥ continu is in a.

(b) We veronderstellen nu dat D te schrijven is als vereniging D1 U --- U D, van een eindig aantal
deelverzamelingen D; C D. Gegeven is een functie f : D — R™. We schrijven ¢; voor de
beperking van f tot Dj, voor1 < j <r.

Toon aan: als a € R” en b € R™, dan zijn de volgende beweringen gelijkwaardig:
(D) limy—g f(x) = b;
(2) vooralle 1 < j <r geldtlimy—q ¢j(x) =b.

(c) Laat zien dat (a) opgevat kan worden als speciaal geval van (b).

Opgave 1.21 Bewijs dat de volgende afbeeldingen R” — R continu zijn:

(a) x — {(a, x), waarbij a een gegeven vast element in R” is.
(b) x > [lx|.

() x — (x,x).

Geef het bewijs op twee manieren:



(i) Zonder gebruik te maken van codrdinaten en met behulp van de definitie van continuiteit en
eigenschappen van het inprodukt.

(i) Door gebruik te maken van codrdinaten en geschikte stellingen toe te passen.

Opgave 1.22 De functie f : R> — R is gedefinieerd door

fey) = Gl ) £00)
f£(0,0) = 0.
(a) Bewijs dat f continu is op R? \ {(0,0)}.
(b) Bewijs dat voor iedere x € R de functie y — f(x, y) continu is en dat voor iedere y € R de
functie x — f(x, y) continu is.
(c) Schets de niveauverzamelingen van f voor de functiewaarden —1, —%, 0, % 1.

(d) Bewijs dat f niet continu is in (0, 0).

Opgave 1.23

(a) Bewijs dat de functie x > ||x|| continu is op R”.

(b) Gegeven is een continue functie f : R™ >— R”. Toon aan dat de functie || /|| : R” > R, x >
| f(x)| continu is.

Voor ieder tweetal reéle getallen a, b € R is het getal max(a, b) gedefinieerd door

a als a=>b>b

max(a, b) := b als a <b.

(¢) Toon aan dat voor alle a, b € R geldt:
1 1
max(a, b) = E(a +b) + §|a —b].

Gegeven zijn twee continue functies f, g : R" — R.
(d) Toon aan dat de functie max( f, g) : x — max( f(x), g(x)) continu is. Wat is het domein van
deze functie?

(e) Toon tevens aan dat de functie min( f, g) continu is

Opgave 1.24 We beschouwen de functie f : R — R, gedefinieerd door f(x) = x2 voor x € Q en
door f(x) = —x2 voor x € R\ Q. Bewijs dat f differentieerbaar is in 0 en bepaal f’(0).

Opgave 1.25 Gegeven zijn een interval / C R, een punt @ € [ en een functie f : I — R die
differentieerbaar is in a. Bewijs dat

L S@ k)~ f@—h
1mm
h—0 2h

= f'(a).




Opgave 1.26 Laata € R, r > Oenschrijff /] =]a —r,a+r[en Iy = [a,a + r[. Gegeven is
een functie f : I — R die differentieerbaar is in @ € I. Veronderstel dat voor alle x € I geldt dat
f(x) = f(a).

(a) Bewijs dat de functie f := f|;, differentieerbaar is in a en dat f} (a) = f'(a).

(b) Bewijs dat 17| (a) < 0.

(c) Bewijs dat tevens f/(a) > 0 en concludeer dat f’(a) = 0.

(d) Laat g : I — R differentiecerbaar zijn in @ en veronderstel dat voor alle x € I geldt g(x) >
g(a). Bewijs dat g’(a) = 0.

Opgave 1.27 Zija € R, r > 0en schrijf J = [a,a + r[. Gegeven is een drietal functies f, g,h :
J — R met

f(x) < h(x) < g(x)

voor alle x € J. Veronderstel dat f en g differentieerbaar zijn in a en dat f(a) = g(a) en f'(a) =
g’(a). Bewijs dat h differentieerbaar is in a en dat 4’ (a) = f’(a).

Opgave 1.28 Zij I C R. We noemen een functie G : I x I — R continu in elk van zijn variabelen
als voor alle a, b € I geldt dat x — G(x,b) en y — G(a, y) continu zijn op /. Veronderstel nu dat
een functie f : I — R gegeven is. Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn.

(a) De functie f is differentieerbaar in elk punt van /.

(b) Er bestaat een functie F' : I x I — R, continu in elk van zijn variabelen, zo dat

fx)— f(y)=F(x,y)(x—y) vooralle (x,y)el xI.

Opgave 1.29 Definieer

2
__ X
fen =G
In (0,0) is f niet gedefinieerd. We bestuderen ~ lim  f(x, y).
(x,»)—(0,0)

(a) Bepaal de waarde van f(x, y) op een willekeurige rechte lijn door (0, 0). Bepaal de limiet van
f(x,y) als (x, y) langs die rechte lijn naar (0, 0) nadert. N.B. Je moet alle mogelijke rechte
lijnen door (0,0) onderzoeken.

(b) Bepaal nu het gedrag van f(x, y) op de kromme x = y? in de buurt van (0, 0).

(c) Bewijs dat niet geldt lim(y y)—(0,0) f(x,y) = 0. Hiervoor kun je bijvoorbeeld een geschikte
negatie van de limietdefinitie opstellen en laten zien dat f aan deze negatie voldoet.

(d) Bewijs dat lim(y, y)—(0,0) f(x,y) niet bestaat. Is dit resultaat verrassend? Waarom wel of
waarom niet? Plot eventueel de grafiek van de functie met Mathematica.



Opgave 1.30 Stel f : R" — Ren g : R” — R zijn functies. We definiéren voor alle x € R":

k(x) = max{f(x),g(x)}, d.w.z.het maximum van f(x)en g(x),
h(x) = min{f(x),g(x)}, d.w.z. het minimum van f(x) en g(x).

Met limy ., f(x) bestaat bedoelen we: eris een p € R zo dat limyx—, f(x) = p.

(a) Bewijs: als limy—, f(x) bestaat en limy_., g(x) bestaat ook, dan bestaan limy_., A(x) en
limy_, k(x). Hint: onderscheid eventueel verschillende gevallen.

(b) Geldt het omgekeerde ook? Dat wil zeggen: als limy_., /2(x) bestaat en als limy_., k(x) ook
bestaat, en de limieten zijn ongelijk, volgt dan dat limyx—., f(x) bestaat en dat limy_, g(x)
bestaat? Zo ja, geef een bewijs, en zo nee, geef een tegenvoorbeeld. Laat in het laatste geval
precies zien waarom je tegenvoorbeeld niet aan de limietdefinitie voldoet.

(¢) Als limy_.4 h(x) bestaat en limy_4 k(x) ook bestaat, en de limieten gelijk zijn aan elkaar,
onderzoek dan ook of limy_,, f(x) bestaat. Zo ja, geef een bewijs, zo nee, geef een tegenvoor-
beeld.

Opgave 1.31 Laata, b, c, d reéle getallen zijn meta < b en ¢ < d. Veronderstel dat f : [a,b] —
[c,d] een reéle functie is die monotoon stijgend is (als x < y dan f(x) < f(y)) en surjectief

(f(la.b]) = [c.dD.

(a) Bewijsdat f(a) =cen f(b) =d.

(b) Bewijs dat f continu is.
Opmerking: later zullen we bewijzen dat uit (a) en (b) volgt dat f surjectief is.
Veronderstel nu dat f ook monotoon strikt stijgend is (als x < y dan f(x) < f(»)).

(c) Laat zien dat de inverse functie f~! bestaat en continu is op [c, d].

(d) Veronderstel dat de functie f: [0,1] — [0,1] gegeven door f(x) = x" surjectief is. (We zullen
later uit eigenschappen van de re€le getallen bewijzen dat dit zo is.)

Laat zien dat de wortelfunctie x — %/x continu is op [0,1].

Opgave 1.32 We schrijven [x] voor het grootste gehele getal dat < x is. Definieer voor x > 0
1 51
foy=1-x|<|. gm=x—x2|—| en f(0) =g =0.

(a) Bewijs dat limx_m(% — [%]) niet bestaat.

(b) Ganaof f continu is in 0. Bewijs je bewering.

(¢) Ga na waar g differenticerbaar is. Bewijs je bewering. Hint: onderscheid x = 0, x = % met

n € Z4+ en de overige x.



Opgave 1.33 Definieer f(x, y) = y* door middel van

f 10,00 x]0,00] —> R
(x,¥) —  exp(xIny)

(i) Ganadatlimy ) (,p) f(x,y) = 1 vooralle b > 0.
(i7) Laat zien dat lim(y, y)—(q,0) f(x,y) = 0 voor alle a > 0.

(iii) Toon aan dat de limiet lim(y ,)—s(0,0) f(x, y) niet bestaat.

Opgave 1.34 Laat zien dat voor alle x, y € R” geldt:

@ A+ lx+yl)=a+IlxDA+ [y

b)) (I+|x+yl) = ii“;” Aanwijzing: gebruik (a) en merk op dat ||y|| = || — »||-

Opgave 1.35 Laat zien dat voor alle x € R met |x| > 1 geldt:
1

1
@ 7 = &

1
®) 7 =

_17
1
[x]—1"

Opgave 1.36 Gegeven zijn een functie f : R” >> R™ en een tweetal punten ¢ € R” en b € R™.
Veronderstel dat

lim f(x) = b.

Toon aan dat:
a € Dom(f) = f(a) =b.

Opgave 1.37 Laata, b een tweetal verschillende punten in R” zijn. We merken opdatd = d(a,b) >
0 (waarom is dat zo?). Bewijs dat voor alle re€le getallen rq, 7, > 0 geldt:

@ B(a;r)NBb;r)#£0=r1+r>d.
b)ri+rn<d= B(a;rl) N B(b;rz) = 0.
() ri+ry<d < B(a;r1) N B(b;ry) = 0.

Opgave 1.38 Laat f,g : R >> R een tweetal functies zijn, a € R en M > 0. Veronderstel dat
limy_, f(x) = 0en |g(x)| < M voor alle x € Dom(g). Bewijs dat limy_, f(x)g(x) = 0.

Opgave 1.39 Zij f : R — R differentieerbaar in 0 en veronderstel dat f(0) = O en f'(0) = 1.
Laat zien dat f zowel positieve waarden als negatieve waarden heeft, dwz er bestaan p,q € R met

f(p) >0en f(q) <O0.



Opgave 1.40 Definieer de functie f(x) = |x|? cos% op het maximaal mogelijke domein en laat
zien dat limy_o f(x) = 0. Zet f voort tot heel R door middel van f(0) := 0 en ga na waar de zo
gedefinieerde functie f differentieerbaar is.

Opgave 1.41 De bedoeling van deze opgave is een principe te verduidelijken dat al twee keer op
college aan de orde is geweest.

Gegeven is een functie f : R” >— R™. Gegeven zijn voorts a € R? en b € R™.Is § C R” dan
spreken we af dat we met

lim f()=b ()

xeSs
bedoelen dat
lim fg(x) = b,
xX—>a

waarbij fg : R"” >— R™ de functie is met domein Dom( f5) := Dom(f) N S terwijl fs = f op
Dom(fs).

(a) Laat zien dat (*) gelijkwaardig is met

Ve>0 3550 f(B(a:d) NDom(f) N S) C B(b:e).

(b) Laatzien: als S, 7 C R” en S U T = R", dan zijn de volgende beweringen gelijkwaardig:

(1) limy—q f(x) = b;
(i1) 113% f(x)=ben ;Ln% f(x) =0b.

x€S xeT
(c) Laat zien: f is continu in a dan en slechts dan als a € Dom( f) en

lim f(x) = f(@).

xX#a

Opgave 1.42 Deze opgave doet een methode aan de hand om aan te tonen dat een limiet niet bestaat.
We veronderstellen dat f : R” >— R™ een functie is, en dat a € R”. We beschouwen de volgende
twee uitspraken:

(1) limx—4 f(x) bestaat;
(2) Ve>0 3520 Yx.x’epom(f)nB@s) d(f(x), (X)) <e.

(a) Laat zien dat (1) = (2). Hint: veronderstel limy_—, f(x) = b € R™ en gebruik de definitie
van limiet.

(b) Gebruik (a) om te laten zien dat

S|
lim sin(—
x—0 X

niet bestaat.
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Men kan laten zien dat ook geldt (2) = (1). Op dit moment beschikken wij nog niet over voldoende
techniek om dit aan te tonen. In hoofdstuk 6 zullen we een techniek ontwikkelen die dit wel mogelijk
maakt.

Voor ons is voorlopig vooral van belang dat uit deze opmerking volgt dat de voor (b) gebruikte
methode in principe altijd werkt.

%2
Opgave 1.43 Definicer f(x,y) = Xigfy; op het maximaal mogelijke domein.
(i) Ganadatlimy_¢ f(x,0) =0enlimy_qo f(0,y) =0.
(ii) Bereken limy_so f(x,2x) enlimy_sq f(x,x?).

(iii) Bewijs datlimy_o f(x,x + Ax?) = ;—/{ voor alle A > 0.

(iv) Bewijs dat de limiet limy,,)—(0,0) J (X, y) niet bestaat.

Opgave 1.44 Beschouw f(x) = sinh(x|x|); hierbij mag je gebruiken dat de hyperbolische sinus
willekeurig vaak differentieerbaar is en als afgeleide de hyperbolische cosinus heeft.

() Bewijs dat f inelk punt x € R differentieerbaar is.
(ii) Bepaal de afgeleide f’ en ga na dat deze op heel R continu is.

(iii) In welke punten x € Ris f twee keer differenticerbaar?

Opgave 1.45 Laat zien dat f : R — R dan en slechts dan continu differentieerbaar is, als er voor
elke x € R een £ € R bestaat met de eigenschap, dat er voor alle & > 0 een § > 0 zodanig is, dat voor
alle h,t € B(0;§) geldt dat

1fx+h) — fx+1) —L-(h—1)] < e-|h—t].

11



2 Open en gesloten verzamelingen

Opgave 2.1 Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de vereniging van oneindig veel gesloten verza-
melingen niet gesloten hoeft te zijn.

Opgave 2.2 Schets elk van de volgende verzamelingen V' C R?, en bepaal tevens het inwendige
inw V, de afsluiting V' en de rand V' \ inw V. Zeg tevens of de verzameling open en/of gesloten of geen
van beiden is. U mag volstaan met het geven van antwoorden zonder motivatie.

@ V={(x.y) eR*| [[(x. )] <1},

(b) V ={(x.y) eR*| ||(x.y)] <1},

© V={x.y)eR?| [|(x.y)| <1,y >0}

d V ={(x.y) eR*| xy <1},

@ V={(xy) eR*| |x| <1, [y <L (x,) # (0,0},
O V={(xy) eR*| xy=1,y>0}

Opgave 2.3 Schets elk van de volgende deelverzamelingen V' C R? en bepaal of hij open of gesloten
of geen van beiden is. Bewijs uw beweringen door zoveel mogelijk gebruik te maken van de resultaten
van Hoofdstuk 2 uit het dictaat.

@@ V ={(x.y) eR?*| y <x?},

b) V ={(x,y) eR*| y <x?},

© V={x.y) eR*| 0<y=<x?,

(d V={(x,y)eR?| 0<y<x?<4}

@ V={(x.y) eR?*| |x| <1 |y| <1 (x.y) # (0,0)}.
6 V={xy) eR| xy=1,y>0}

Opgave 2.4

(a) Gegeven zijn twee deelverzamelingen A, B C R”. Toon aan: als 4 en B gesloten zijn in R”,
danis A N B dat ook.

(b) Toon aan dat iedere eindige doorsnede van gesloten delen van R” weer gesloten is in R”.

(c) Gegeven is een continue functie f : R” — R™. Toon aan dat voor iedere ¢ € R de verzame-
ling
STHe) = {x eR" | f(x) = ¢}
gesloten is in R”. Aanwijzing: combineer het resultaat voor m = 1 (dictaat) met onderdeel (b).
(d) We beschouwen de deelverzameling D van R3 gedefinieerd door

D={(x,y,2)eR}| x>+y?>=1len x+y+z=1.

Toon aan dat D gesloten is.
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Opgave 2.5 We definiéren de functie || - |; : R? — R door [|x ||y := max(|x1], |x2]).
(a) Toon aan dat || - ||; een norm op R? definieert.

De bij || - ||; behorende afstand noteren we met d;. De door deze metriek gedefinieerde bol met
middelpunt a € R? en straal r > 0 noteren we met By (a;r).

(b) Bepaal de open bol B;(0; 1) met middelpunt O = (0, 0) en straal 1.

(c) Bewijs dat voor iedere a € R? en iedere € > 0 de bol Bj(a;e€) open is ten aanzien van de
Euclidische metriek.

(d) Bewijs dat voor iedere a € R? en iedere € > 0 de bol B(a; €) open is ten aanzien van de metriek
dy.

(e) Toon aan dat voor een deelverzameling A C R? het volgende geldt:

A isopentenaanzienvan d <= A isopentenaanzien van dj.

Opgave 2.6 We schrijven U = R", V =R" W = R**™ en voorzien deze verzamelingen van
de Euclidische metrieken. Zija € U, b € V. We zien (a, b) als punt van W.

(a) Bewijsdatvoor (x,y) € UxV geldt: dy(x,a) < dw((x,y),(a,b))endy(y,b) < dw((x,y), (a,b)).

(b) Toon aan dat voor iedere r > 0 geldt By ((a,b);r) C By(a;r) x By(b;r). Laat dmv een
schets zien wat dit betekent voorn = m = 1.

(c) Gegeven zijn twee open verzamelingen O; C U en O, C V. Toon aan dat de verzameling
01 x Oz openis in W.

Opgave 2.7 Gegeven is een metrische ruimte (V, d), een deelverzameling A C V eneenpunt p € A
met p ¢ A.

(a) Toon aan dat voor iedere § > 0 de doorsnede B(p;8) N A oneindig veel elementen bevat.
(b) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de bewering in (a) niet geldig hoeft te zijn als p € A.

(c) Definieer het begrip ‘geisoleerd punt’ van een verzameling.

Opgave 2.8 Gegeven is een metrische ruimte V eneendeel A C V.
(a) Toon aan: als A open is, dan bestaat er een functie € : A —]0, 0o [ zo dat
A = UgeaB(a;€(a)).
Geldt de omgekeerde implicatie ook? Bewijs uw bewering.

In het vervolg veronderstellen we dat V' een deel is van R” voorzien van de geinduceerde metriek.
Merk op dat voor iedere p € V enr > 0 geldt

By(p;r) =V N B(p;r).
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(b) Laat O een open deel zijn van R”. Toon aan dat O N V open in V is.

(c) Zij A C V. Toon aan: als A open is in V' dan bestaat er een open verzameling O C R” zo dat
A = O N V. Hint: gebruik (a).

Opgave 2.9 Zij (V,d) een metrische ruimte. Voor een deelverzameling A C V' definiéren we de
rand fr(A) door
fr(4) = A\ inw(A).

Toon aan: een punt p € V behoort tot fr(A4) dan en slechts dan als voor elke § > 0 geldt dat

B(p;)NA#G en B(p;d)n(V\A) #0.

Opgave 2.10 Gegeven is een deelverzameling A C R” en een punt p € R"” met p ¢ A. Toon aan
dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn:

(a) p iseen limietpunt van A4;

(b) vooriedere § > 0 is de verzameling B(p; ) N A oneindig.

Opgave 2.11 Gegeven zijn twee continue functies f, g : R" — R.

(a) Toon aan dat de verzameling

A:={xeR"| f(x) <gx)}

open is.

(b) Zij ¢ € R" en veronderstel dat f(c) < g(c). Toon aan dat er een § > 0 bestaat zo dat voor alle
x € B(c;6) geldt f(x) < g(x).

(c) Toon aan dat de verzameling

B:={xeR"| f(x) = g(x)}

gesloten is.

Opgave 2.12 Gegeven is een metrische ruimte (V, d) en een deelverzameling A C V.

(a) Zij p een limietpunt van /I._ Toon aan dat p ook een limietpunt van A is. Aanwijzing: zij § > 0.
Toon aan dat B(p; %8) N A een punt g bevat. Beschouw vervolgens B(qg; %8) N A.

(b) Toon aan dat A gesloten is.

(c) Toon aan dat voor elke gesloten deelverzameling B van V geldt: A C B = A C B.

Merk op dat (c) te formuleren is als:

De afsluiting A van A is de kleinste gesloten deelverzameling van V die A bevat.
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Dit rechtvaardigt de naam ‘afsluiting van A.

Opgave 2.13 Gegeven is een metrische ruimte (V, d) en een deelverzameling A C V.

(a) Toon aan dat voor iedere open deelverzameling O C V geldt: O C A = O C inw(A).

(b) Toon aan dat inw(A) een open deelverzameling van A4 is.

Conclusie:

Het inwendige inw(A) van A is de grootste open deelverzameling van V die bevat is in A.

Opgave 2.14 Gegeven is een open deelverzameling U van R”.

(a) Toon aan dat voor iedere @ € U een § > 0 bestaat zo dat de kubus
V(a;8) :=]a1 —6,a1 + 6 x+--x Jay, —8,an + 6|

bevat is in U.

(b) We beschouwen de afbeelding 71 : R” — R gegeven door 1(x) = x;. Toon aan dat de
verzameling 771 (U) open is in R.

(c) Geef een voorbeeld van een gesloten deelverzameling S C R? zo dat 1 (S) niet gesloten is in
R.

Opgave 2.15 In deze opgave is V' een metrische ruimte en A een deelverzameling van V.

(a) Laat B C V en veronderstel dat A C B. Bewijs dat A C B.

(b) Zij f : V — R continu en veronderstel dat f(x) > 0 voor alle x € A. Toon aan dat f(x) > 0
voor alle x € A.

(¢) Zij f,g : V — R continu en veronderstel dat f(x) = g(x) voor alle x € A. Toon aan dat
f(x) = g(x) voor alle x € A.

(d) Geef een voorbeeld van een verzameling A C R en een cogtinue functie f : R — R met
f(x) > 0voor alle x € A, maar niet f(x) > 0 voor alle x € A.

Opgave 2.16 Gegeven zijn een metrische ruimte V' en een tweetal deelverzamelingen A, B C V.

(a) Toon aan datinw(V \ A) = V \ A. Bij een dergelijke vraag, waarbij gevraagd wordt gelijkheid
van twee verzamelingen te bewijzen, is het verstandig te proberen twee inclusies te bewijzen.

(b) Toon aan dat V' \ B = V \ inw(B). Probeer dit uit (a) af te leiden.

(c) Toon aan dat inw(A4 N B) = inw(A4) N inw(B).

(d) Laat zien datinw(A) Uinw(B) C inw(A4 U B). Laat door middel van een voorbeeld zien dat de
omgekeerde inclusie niet altijd hoeft te gelden.

(e) Toonaandat AU B = AU B.
(f) Onderzoek het verband tussen A N B en A N B.
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Opgave 2.17 We definieren als in Opgave 2.5 de maximumnorm ||x ||, := max(|x1], |x2|) op R? en
we kiezen ook een willekeurige norm | - ||, op R?. Hiervan veronderstellen we alleen de eigenschap-
pen in Lemma 1.3 in het dictaat.

(a) Kies x = (x1,x3) willekeurig in R2, en toon aan dat er een constante q > 0 bestaat zodat
Ixllw < qllx||m. Hint: schrijf x = x1(1,0) + x2(0, 1).

De bij || - ||; behorende afstand noteren we met d;, en de door de metriek d; gedefinieerde bol met
middelpunt a € R? en straal r > 0 noteren we met B;(a;r), voori = weni = m.

(b) Bewijs dat voor iedere a € R? en iedere € > 0 de bol By, (a;e€) open is ten aanzien van de
metriek d,y,.

(c) Bewijs dat voor elke deelverzameling A C R2 geldt: als A open is in dy,, dan is A open in d,
(en dus ook in de Euclidische metriek volgens Opgave 2.5).

(d) Kun je voor R” iets soortgelijks bewijzen, en zo ja, hoe?

Opgave 2.18 Zij (V,d) een metrische ruimte met de afstandfunctie d. We definieren een functie
d :V xV — R met de formule

d(x,y)

d(x,y) = 1+d—(x,y)’

x,yeV.

Bewijs dat (V, d ) ook een metrische ruimte is.
Hint: Om de driehoeksongelijkheid te bewijzen, laat zien dat voor a,b,c > 0 de ongelijkheid
a + b — ¢ > 0 impliceert:
a b c

Tta 146 1tc-

Opgave 2.19 We noteren met R>¢ de verzameling {x € R | x > 0}. We kiezen een element w dat
niet in R>¢ zit en we definiéren V' := R>o U {@}. We gaan V' van een metriek voorzien.

(a) Definieer f : R>9 — R door f(x) = 135 Laat zien dat voor alle x, y € R> geldt

0= f(x)<1l en flx+y)=/f(x)+[(»)

Maak een plaatje van de grafiek van f (Hint: f(x) =1 — 1J+x .

We breiden f uit tot een functie V' — R door te definiéren f(w) = 1. Voorts definiéren we voor
x,yeV
da(x,y) = 1f(x) = fF(Y)I.

(b) Laat zien dat d» een metriek is op V.
(c) Laat zien dat voor alle x, y € R>q geldt d2(x, y) < |x — y|. Kies een vaste a € R>¢ en laat
0 < § < 1. Laat zien dat voor alle x € V met |[x —a| < § geldt

1
dz(x,a) > m . |X —a|.

16



We definiéren nu de functie g : V' — V door

g0) =w,
g(w) =0,
gx) =1, (x €Rxp\{0}).

(d) Laat zien dat voor a € R>o met a > 0 geldt limx_,, g(x) = g(a), ook ten opzichte van de
metriek d»!

(e) Bewijs dat g continu is op V' met metriek d.

Opgave 2.20 Neem het interval [0, 1] C R en knip daar het middelste derde ]%, %[ uit weg. Er

blijven twee intervallen over: [O, %] en [%, 1]. Uit elk van deze twee intervallen knippen we weer het

middelste deel weg. Als we dit proces onbeperkt voortzetten, vinden we als limiet de Cantorverza-
meling A.

Bewijs dat A gesloten is in R.

Opgave 2.21 Zij V = {(x,y) € R? | xy < 2} C R%. Met deze V definiéren we W C R? door
W={(xy) eV|x*+y><4}.
(a) Schets V en W.

(b) Is W gesloten in R?? Waarom wel of waarom niet?

(c) Is W gesloten in V'? Waarom wel of waarom niet?

Opgave 2.22 Gegeven is ¢ > 0, een metrische ruimte (V,d) eneen punta € V.
(i) Ganadater vooriedere x € B(a; ¢) een positief geheel getal n bestaat met B(x; ;') C B(a; ¢).

(i) Laat zien dat in het geval ¥V = R? (met de Euclidische afstand) een ¢ € QP bestaat met
a € B(g;e).

(iii) Toon aan dat elke open deelverzameling van R kan worden geschreven als aftelbare vereniging
van open intervallen.
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3 Rijen en volledigheid

Opgave 3.1 Bepaal de volgende limieten:
: n .
(a) nll>nolo n2+57

- 2n24n42.
(0 fim 22,

© Jim, i #5

Opgave 3.2 Bepaal voor de volgende rijen (a,),>1 of ze convergeren, en zo ja, bepaal de limiet,
indien a, wordt gegeven door:

(a) 27",

®) 14 (=1
(©) 21/

) (=1)"n;
© (1+ ;5%
) n!'.

Opgave 3.3 We beschouwen de rij (a,),>1 in R gedefinieerd door de recurrente betrekkingen a; =
lenay4+1 = +/3a, (n > 1). Bewijs de volgende beweringen.

(a) Derij (an)n>1 is naar boven begrensd;
(b) Derij (an)n>1 is monotoon stijgend;

(¢) lim a, = 3.
n—00

Opgave 3.4 Zij0 < a; < by, en definieer met inductie:

an+1 = anby (meetkundig gemiddelde),

1 . .
bp+1 = E(an + by) (rekenkundig gemiddelde).

Bewijs het volgende:

(a) 0 <a, <b,voorallen > 1;

(b) (ay) is monotoon stijgend,;

(¢) (by) is monotoon dalend;

(d) (an) en (b,) convergeren en hebben beide dezelfde limiet.

Opgave 3.5 Gegeven is een rij (a,)n>1 in R die voldoet aan

ar >0 en apt1=+vVa,+6 (n>1).

Bewijs de volgende beweringen:
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(a) Alsay > 3,dan3 < auy41 < ap (n € N).
(b) Alsa; <3,dan0 < a, < ay+1 <3 (n € N).

(¢) (an)n>1 is convergent.

Bepaal lim ay.
n—>00

Opgave 3.6 Derij (a,),>1 wordt gegeven door
ay =2 en dapy; = (aﬁ +3)/2(an —1), (neN).

Bewijs data, > an+1 > 3 voor alle n > 2. Bewijs dat de rij (a,),>1 convergeert en bepaal de limiet.

Opgave 3.7 Definieer de rijen

an:=4_”(2n)ﬁ, bn:=4_”(2nn) n+1, (n=>1).

n

Laat zien dat (a,),>1 monotoon stijgend is en dat (b,),>1 monotoon dalend is. Toon aan dat beide
rijen convergent zijn en dat

lim a, = lim b,.
n—o0 n—>oo

Opgave 3.8 Voor elke n > 1 definiéren we
n (- l)k +1
k

ay ‘=
k=1
(a) Bewijs dat de rij (@2,+1)rn>0 monotoon dalend is.
(b) Bewijs dat de rij (a2,),>1 monotoon stijgend is.
(c) Bewijs dat de in (a) en (b) genoemde rijen convergent zijn.
(d) Bewijs dataszn4+1 — azn, — 0 voor n — o0.

(e) Bewijs dat limy,—, oo an bestaat.

Opgave 3.9 Bepaal

fim (44— g
im | — e )
n—>oco\n2 pn2-—-1 n2-2 n2—n+1

Aanwijzing: geef eerst een boven- en een ondergrens voor 1/(n?> —k + 1) voor 1 < k < n, beide
onafhankelijk van k.

Opgave 3.10 Zij (an)n>1 eenrijinRena € R.
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(a) Veronderstel dat N € N, € > 0 en dat voor alle n > N geldt |a, — a| < €. Toon aan dat voor
allen > N geldt

P N
— Z ar —al <e+ —|al.
k=N+1 "

(b) Toon aan dat:

: N IR
lim ap =a = lim - E ar =a.
n—00 n—-oo n =

Opgave 3.11 Laatr € R zijn, r # 1.

(a) Toon aan dat voor iedere n € N geldt:

l_rn-i-l
l+r+--4r"=
1—r
(b) Toon aan: als 0 < r < 1, dan geldt
n
1
lim rk =
n—o00 1—7r
k=0

We beschouwen nu een oneindig voortlopende repreterende decimale breuk van de vorm

—_—— —— e e
x=0,¢c1...cpC1...Cp...C1...Cp...,

met p>lency,...,cp €{0,...,9}. We definiéren de rij (a)nen door
ap =0,c1...cpC1...Cp...C1...Cp (n groepjes).

(c) Toon aan dat limy, o0 a5, = X.

(d) Toon aan dat x een rationaal getal is. Hint: herschrijf a, op een geschikte manier door onderdeel
(a) te gebruiken.

Opmerking. Uit het bovenstaande valt direct af te leiden dat iedere decimale ontwikkeling die op
een gegeven moment periodiek wordt een rationaal getal definieert. Met iets meer moeite kan men
laten zien dat omgekeerd iedere decimale ontwikkeling van een rationaal getal op den duur periodiek
wordt.

Opgave 3.12 Bewijs voor elk van de volgende deelverzamelingen van R dat zij een infimum en een
supremum bezit. Bepaal tevens het infimum en het supremum; bewijs daarbij de juistheid van uw
antwoord.

(@ ] —11].
(b) 13,4[U{7}.
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© {reQ|r*<4}
(@ {-3}.
() N, [0,1+17.

Opgave 3.13 Onderzoek welke van de volgende verzamelingen een supremum of een infimum bezit.
Bepaal alle suprema en infima; bewijs daarbij de juistheid van uw antwoorden.

(a) {% | p € N priemgetal }.
(b) {n+}l|n€N,nzl}.

() {x eR|x% <3

@ N, 11—1 141

(e) Ugozl[n-}-l’%]’

(f) U, 0,1—1].

Opgave 3.14 We beschouwen een niet-lege deelverzameling V' C R en een ondergrens a van V.
Bewijs dat de volgende twee uitspraken equivalent zijn.

(@) a = inf V;
(b) voorelke € > 0 geldt [a,a + e[ NV # .

Opgave 3.15 We beschouwen twee niet-lege en naar boven begrensde deelverzamelingen V en W
van R. We definiéren de somvan Ven W door V + W ={x+y|x eV, y e W}.

(a) Toon aan dat V' + W naar boven begrensd is en dat sup V' +sup W een bovengrens voor V 4+ W
is.

(b) Toon aan dat V' + W een supremum heeft en dat sup(V + W) < sup V + sup W.

(c) Zij § > 0. Toon aan dat er een v € V en een w € W bestaan met v > supV — §/2 en
w>sup W —§/2.

(d) Zij a € R en veronderstel dat a < sup V' 4 sup W. Toon aan dat a geen bovengrens is voor
V + W. Hint: gebruik onderdeel (c) met§ = sup V + sup W —a.

(e) Toon aan dat sup(V + W) = sup V + sup W.

Opgave 3.16 Voor ieder geheel getal n > 1 definiéren we het interval [, door

1 1
2n+1"2n

].

ni=

Voorts definiéren we de verzameling A door A = U>2_ | I.
(a) Toonaandat A C]0,1].

Definieer de verzameling B :=]0,1[\A4.
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(b) Bewijsdatinf A = 0eninf B = 0.

Opgave 3.17 Gegeven is een functie f : [0, 1 [ — [0, 1] met de eigenschap dat f monotoon stijgend
is,dw.z. x <y = f(x) < f(y).
(a) Toon aan dat de verzameling f([0, 1 [) een supremum s heeft.
(b) Zij € > 0. Toon aan dater een a € [0, 1 [ bestaat zo dat f(a) > s — €.
(c) Laten €, a zijn als in (b). Toon aan dat f([a,1[) C]s —e,s].
(d) Toon aan dat
)}1_)ml f(x) =s.

Opgave 3.18 We beschouwen de functie f : R — R gedefinieerd door

31
_ 13

S =x74 2 +sinx’

(a) Bewijsdatera,b € Rbestaanmeta < b en f(a) <Oen f(b) > 5.

(b) Bewijs dat er een x € R bestaat met f(x) = 5.

Opgave 3.19 We beschouwen de functie f : R — R gedefinieerd door

1

xX) =x .
S +x8+2x6+4x4+6x2+8

(a) Toon aan dat er voor iedere ¢ € R een a € R bestaat met f(a) < c.
(b) Bewijs dat f(R) = R.

Opgave 3.20 Bepaal voor de volgende veeltermfuncties f een geheel getal n € Z zo dat f(x) =0
vooreen x € [n,n + 1].

@ f(x) =x3—x+3;
(b) f(x)=x>4+x+1.

Opgave 3.21 Bewijs dat er een reéel getal x > 0 bestaat zo dat sin x = %x.

Opgave 3.22 Laten a,b € R zijn met a < b. Van twee continue functies f,g : [a,b] — R is
gegeven dat f(a) < g(a) en f(b) > g(b). Toon aan dat er een x €]a, b [ bestaat met f(x) = g(x).

Opgave 3.23 We beschouwen een interval / = [a, b] (a < b) en een continue functie f : I — R.
Gegeven is dat er geen punten x € I bestaan met f(x) = x. Toon aan dat één van de volgende twee
uitspraken waar is:
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(@ f(x)>xvoorallex € [;
(b) f(x) < x vooralle x € I.

Aanwijzing: beschouw de functie g(x) = f(x) — x en vertaal de aanname voor f in termen van g.
Ontken dat (a) of (b) waar is, en leid een tegenspraak af.

Opgave 3.24 Van een continue functie f : [0,1[— R is gegeven dat f(0) = 0, f(x) > 0 voor

x > 0 en tenslotte !

lim —— =

=1 f ()
(a) Toon aan dat voor iedere ¢ > O een a € [0, 1 [ bestaat met f(a) > c.
(b) Bewijsdat f([0,1[) =[0,00].

Opgave 3.25

(a) Gegeven zijn twee reé€le getallen a,b € R met a < b. Toon aan dat er een geheel getal N > 1
bestaat met 0 < N~! < b — a. Toon aan dat daarbij een geheel getal k € Z bestaat zo dat

k
N E]a,b[.

(b) Toon aan dat de afsluiting van de collectie Q der rationale getallen gelijk is aan R. Men zegt
ook wel dat QQ dicht ligt in R.

(c) Gegeven is een segment / C R (dat meer dan één punt bevat) en een tweetal continue functies
fig: I > Rmet f(x) = g(x) vooralle x € I N Q. Toon aan dat f = g.

(d) Toon aan dat voor ieder tweetal ¢,b € R met a < b een getal x € R\ Q bestaat zo dat
a < x < b. Hint: zoek een x van de vorm x = r~/2, met r € Q.

(e) Gegeven is een segment / C R en een continue functie f : / — R. Toon aan: als f op [
alleen rationale waarden aanneemt, m.a.w. als f(/) C Q, dan is de functie f constant.

Opgave 3.26 Gegeven is een dalende rij segmenten I, = [a,,b,], n € N.

(a) Toon aan dat de rijen (an)n>0 en (by)n>0 convergeren. Noem de limieten van deze rijen a,
respectievelijk b.

(b) Toonaandata < bendat[a,b] C Np>oln.
(c) Bewijs dat [a,b] = Ny>01y.

Opgave 3.27 Voor (V,d) een metrische ruimte en A C V een deelverzameling defini€éren we de
karakteristieke functie y4 : ¥V — R door

(x) = 1 als x € A,
XA =00 als x €V \A.
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(a) Bepaal alle mogelijke volledige originelen
Xa (V) i={x eV |yalx) €Y}

met Y C R.

(b) Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn.

(1) A is open en gesloten;

(2) de functie y 4 is continu.

De metrische ruimte V' heet samenhangend als # en V' de enige deelverzamelingen van V' zijn die
zowel open als gesloten zijn.

(c) Toon aan dat R samenhangend is. Laat tevens zien dat intervallen / C R samenhangend zijn.
Hint: gebruik de tussenwaardestelling.

(d) Zij p = 1. Toon aan dat R? samenhangend is. Hint: veronderstel niet, en zij § C A C R?
een open en gesloten deelverzameling. Kiesa € A en b € R? \ A en beschouw de functie
fit yqa@a+tbh—a)),R—-R.

Opgave 3.28 Laat f : [0, oo[— [0, oo[ een continue functie zijn met de volgende eigenschappen:
(1) f is strikt monotoon stijgend;
(2) eriseen xg > 0zodat f(xg) = xo;
(3) vooralle x met 0 < x < x¢ geldt f(x) > x;
(4) voor alle x met x > xo geldt f(x) < x.

Laat nu ¢ > 0. We definiéren de rij (a,)n>1 door a; = c enay4+1 = f(an) voor alle n € N. Stel
eerst ¢ < Xxo.

(a) Toon aan dat de rij (a,),>1 begrensd is.

(b) Toon aan dat de rij (a,)x>1 strikt monotoon stijgend is.
(c) Laat zien dat lim, . @, bestaat, en bepaal deze limiet.
(d) Behandel nu het geval ¢ > Xxy.

(e) Ga na in hoeverre Opgaven 3.3, 3.5 (en eventueel 3.6) met behulp van de huidige opgave be-
handeld kunnen worden.

Bedenk zelf een opgave als 3.3, 3.5 of 3.6, waarbij voor de rij (a,),>1 de relatie tussen a, en
an+1 concreet gegeven is.
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Opgave 3.29 Zij V' een metrische ruimte. We noemen V' samenhangend indien @ en V' de enige
deelverzamelingen van V zijn die tegelijk open en gesloten zijn.

(a) Laat zien dat V onsamenhangend (d.w.z. niet samenhangend) is dan en slechts danals V' = O U
U met O, U niet lege open deelverzamelingen van V die disjunct zijn (d.w.z. lege doorsnede
hebben).

(b) Zij V samenhangend en f : V — W continu. Ga na dat (V) C W dan eveneens samen-
hangend is (een deelverzameling van een metrische ruimte is samenhangend indien deze als
metrische ruimte (voorzien met de geinduceerde metriek) samenhangend is).

Als p,q € V dan verstaan we onder een kromme in V' met beginpunt p en eindpunt ¢ een continue
afbeelding ¢ : [a,b] = V (a,b € R, a < b), met c(a) = p en c(b) = ¢. De ruimte V heet padsa-
menhangend indien er voor ieder tweetal punten p,q € V een kromme in V' bestaat met beginpunt p
en eindpunt g.

(¢c) Toon aan dat elke padsamenhangende metrische ruimte samenhangend is.
(d) Geldt ook andersom dat elke samenhangende metrische ruimte padsamenhangend is?

(e) Laat zien dat elke samenhangende deelverzameling van R padsamenhangend is.

Opgave 3.30 Zij (V,d) een metrische ruimte en A € V. Toon aan dat @ € V limietpunt van A4 is,
dan en slechts dan als er een rij (x,)nen, in A bestaat met lim, o0 X = a.

Opgave 3.31 Zij f : V — W een afbeelding tussen metrische ruimten. Toon aandat f ina € V
dan en slechts dan continu is, als voor elke convergente rij (X, )nen in V met limiet a de rij (f(xn))nen
in W convergent is met limiet f(a).

Opgave 3.32 Zij (ay)nen eenrij in R zodanig dat ag = 3 en

an 2
ant1 = — + an
voor n > (.
(a) Bewijs data, > 2 voor allen € N.
Hint: Laat eerst zien dat . 2
2ty

voor alle x > 2. Pas dan de inductie naar n toe.

(b) Bewijsdata,4+1 < a, voorallen € N.

Hint: Gebruik (a).

(¢) Bewijs dat (a;,) convergent is en bereken a = limy,— o0 dy.
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1
Opgave 3.33 Definieer de rij (@, )nen in Rdoorag = lenay+1 =1+ —.
Aan

(i) Toon aan dat voor alle oneven n € N geldt a,—1 < ap+1 enan > dp4o.
(i) Bewijs dat de deelrijen (dox)ken €n (d2k+1)keN CONVergeren.

(iii) Bepaal de limieten limg_, oo dog €n limg_, oo dsr 41 €n concludeer dat ook de rij (an)nen zelf
convergent is.

Opgave 3.34 Zij V een metrische ruimte, f : V — V continu en ag € V. Definieer inductief
an+1 := f(ap) en veronderstel dat lim,—,~o a, = b bestaat. Ga na dat f(b) = b.
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4 Maxima en minima

Opgave 4.1 Het doel van deze opgave is te laten zien waarom in het laatste deel van het bewijs van
Stelling 4.5 een deelrij van een deelrij genomen is. We beschouwen een begrensde rij in R? (dit komt
overeen met p = 1), namelijk de rij (a,),>0 die inductief gedefinieerd wordt door agp = (1,1) en

dn+1 = Ray. Hierin is R : R? — R? de rotatie over hoek /2, dus R = ( (1) _(1) )

(a) Schets de punten a,,n > 0.

(b) Laat zien dat a4 = ay voor alle n.

We noteren een punt x € R? in coordinaten met x = (x’, x”).
(c) Laat zien daterrijenng < n; < np < ---enfig < n; < fip < --- van indices bestaan zo dat
{ne |k e NyN{i; |1 € N} = @ en zo dat limy o a,, enlimg_, o a’%’k bestaan.
(d) Laat zien dat er een rij mg < m; < my < --- bestaat zo dat limy_, o, a;nk bestaat, terwijl
limy o dpy, niet bestaat.
(e) Laat zien datereenrij kg < k1 < ko < --- bestaat zo dat lim; . ay, K bestaat. Laat zien dat

limj 00 am K bestaat en bepaal deze limiet.

Opgave 4.2 Het doel van deze opgave is: een kennismaking met een karakterisering van volledigheid
die op tal van plaatsen in de analyse van belang is.

Definitie: Zij (V,d) een metrische ruimte. Een rij (a,)nen in V heet een Cauchy-rij als voor iedere
€ > 0een N € N bestaat zo dat voor alle n,m > N geldt d(ay,,am) < €.

(a) Zij (bn)nen een convergente rij in de metrische ruimte V. Toon aan dat (b, ),en een Cauchy-rij
is. Aanwijzing: zij b de limiet van de rij en gebruik de driehoekongelijkheid voor by, b, by,.

In het algemeen hoeft een Cauchy-rij niet convergent te zijn. In de volgende onderdelen wordt ge-
vraagd aan te tonen dat een Cauchy-rij wel altijd begrensd is.

(b) Zij (an)nen een Cauchy-rij in een metrische ruimte V. Toon aan dat er een N € N bestaat zo
data, € B(ay;1) voorallen > N.
(¢) Zij (an)nen als in (b). Toon aan datereen b € V en een R > 0 bestaan zo dat a, € B(b; R)
voor alle n € N.
Definitie: Een metrische ruimte V' heet volledig indien iedere Cauchy-rij in V' convergent is.
(d) Zij (an)nen een Cauchy-rij in R?, (p > 1). Toon aan dat (a,),en een convergente deelrij
(an;)j>1 heeft.

(e) Zij a € R? de limiet van de genoemde deelrij (a, j) j>1. Toon aan dat

lim a, = a.
n—>o0

Aanwijzing: gebruik de driehoeksongelijheid voor elementen van de vorm ay, ay ;, a
(f) Concludeer dat R? volledig is.

27



Opgave 4.3 Deze opgave sluit aan op de vorige. Hij illustreert een belangrijke toepassing van volle-
digheid op de theorie van de reeksen.

Definitie: Onder een reeks in R”, (p > 1) verstaan we een uitdrukking van de vorm ) ; o dg, met
ay € R? voor k € N. (Een reeks wordt zodoende bepaald door de rij (ax)x>o van termen, waarbij de
notatie aangeeft dat we de intentie hebben te sommeren.) Onder de n—de parti€le som van de reeks
verstaan we de eindige som s, = ZZ:O ay. De bovenstaande reeks heet convergent als limy,_, o Sy
bestaat. In dat geval gebruiken we voor deze limiet de notatie

e}

Zak = lim sy,.
n—00

k=0

Een niet convergente reeks heet divergent.

(@) Zij ) ey Ak en (Sn)nen als boven. Toon aan dat (s,),en een Cauchy-rij is dan en slechts dan
als voor elke € > 0 een N € N bestaat zo dat voor alle p,q € Nmetg > p > N geldt:

q
1Y all <e.
k=p

(b) Zij Y ey ak een reeks in R?. De n-de parti€le som van deze reeks noteren we met s,. Merk
op dat ) iy llak|l een reeks in R is. De n-de parti€le som van deze reeks noteren we met .
Bewijs: als (t;)nen een Cauchy-rij in R is, dan is (s5),en een Cauchy rij in R?,

(c) We gebruiken de notatie van (b). Bewijs: als de reeks ) ; < [lak || convergeert, dan convergeert
ook de reeks ) ; < ax. Bovendien geldt

o0 o0
1> " arl <> lagll.
k=0 k=0

We illustreren de hierboven behandelde theorie aan de hand van de uit de infinitesimaalrekening be-
kende reeks voor de exponentiéle functie.
Voor x € R beschouwen we de reeks

De n-de partiéle som van deze reeks noteren we met s, (x).

(d) Zij N € N, N > 1. Toon aan dat voor alle n € Nmetn > 2N geldt

Nn N2N 1 n—2N
< _
nl = 2N)! (2)

Toon aan dat de rij (s, (N))nen naar boven begrensd is.

(e) Zij x > 0. Toon aan dat de rij (s, (x)),en monotoon stijgend en naar boven begrensd is.
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(f) Zij x € R willekeurig. Toon aan dat de reeks (*) convergeert. We defini€ren de functie f :
R — R door

o0
xn

fx) = e
n=0

Toon aan dat | f(x)| < f(|x]|) voor alle x € R. Later zullen we aantonen dat f(x) = e*.

Opgave 4.4 Gegeven is een metrische ruimte (V, d). Toon aan dat de volgende eigenschappen equi-
valent zijn.

(a) V is rij-compact.

(b) Voor iedere deelverzameling A C V' met oneindig veel elementen bestaat een punt x € V zo
dat voor iedere § > 0 de verzameling B(x;§) N A oneindig veel elementen heeft.

Hint voor ‘(a) = (b)’: kies een geschikte rij (a,) in A4.
Hint voor ‘(b) = (a)’: beschouw een rij (a,) in V en onderscheidt de gevallen dat de verzameling
{an | n € N} eindig of oneindig veel elementen bevat.

Opgave 4.5 Gegeven is een continue afbeelding f : R? — R? met de eigenschap dat het volledig
origineel f~!(A) van ieder gesloten en begrensd deel A C RY gesloten en begrensd is in R?.

(a) Laat (xg)g>1 enrijin R? zijn zo dat de rij ( f(xg))x>1 convergent is met limiet 5 € RY. Toon
aan dat (xg )x>1 een convergente deelrij heeft. Zij a de limiet van die convergente deelrij. Toon
aan dat f(a) = b.

(b) Gegeven is een gesloten deel IV C R”. Toon aan dat f(V') een gesloten deel van R is.

(c) Bedenk zelf een uitbreiding van het bovenstaande naar een zo algemeen mogelijke context.

Opgave 4.6 Gegeven is een niet-lege verzameling V' C R” en een punt a € R?. Voor x,y € R?
noteren we d(x, y) = ||x — y|| (de Euclidische metriek op R?).

(a) Toon aan dat
inf{d(a,x) | x € V}
bestaat. Dit getal noemen we de afstand van a tot V' en noteren we met d(a, V).

(b) Toon aan dat a een limietpunt is van V' dan en slechts dan als d(a, V) = 0.

Neem nu aan dat de verzameling V' gesloten is.
(c) Toonaandata € V < d(a,V)=0.

(d) Toon aan dat er een b € V bestaat zo dat d(a, V) = d(a, b). Hint: beschouw de verzameling
V N B(a; R) voor een geschikt gekozen R > 0.
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Opgave 4.7 We beschouwen de verzameling V' van begrensde functies f : R — R. Met de punts-
gewijze optelling en scalarvermenigvuldiging is V' een reéle lineaire ruimte.

(a) Toon aan dat voor iedere f € V het getal

I[L£1I== sup{[ f(X)] | x € R}

bestaat.

(b) Toon aan dat || - || een norm op V is.

Zij B de verzameling f € V met || f|| < 1. Ganadat B een gesloten en begrensd deel van V' is.

(¢) Voor n € N definiéren we de functie f, : R — R door f, = 1 op [2nr,2n + 1] en door f,, =0
op R\ [2n,2n + 1]. Toon aan dat de rij ( f;)»>1 tot B behoort en geen convergente deelrij heeft.

(d) Toon aan dat B niet rij-compact is.

Opgave 4.8 Gegeven is een metrische ruimte (V, d) en een rij-compacte deelverzameling D C V.

(a) Toon aan dat iedere gesloten deelverzameling van D weer rij-compact is.

(b) Gegeven is een collectie gesloten niet-lege deelverzamelingen A, C V, voor n € N, met de
eigenschap dat A9 = D en A; D A+ voor alle n > 0. Toon aan dat de doorsnede

A= ﬂneNAn

niet-leeg en rij-compact is. Hint: beschouw een rij (ay)nen met a, € A, voor elke n € N,

(c) Geef een voorbeeld van een rij A, van niet-lege gesloten delen van R met A, O A4+ voor
elke n, zo dat NyenA, = 0.

(d) Geef een voorbeeld van een rij A, van niet-lege begrensde delen van R met 4, D A4+ voor
elke n, zo dat NyenA4, = 0.

Opgave 4.9 De functie f : R — R is gedefinieerd door f(x,y) = (1 —x2)(1 — y?).

(a) Bereken alle stationaire punten van f.

(b) Onderzoek in alle stationaire punten of f een lokaal maximum, een lokaal minimum of geen
van beide heeft. Aanmwijzing: teken het nulvniveau van f en gebruik de maximum-minimum
stelleing.

Opgave 4.10 De functie f : R> — R is gedefinieerd door f(x,y) = xy(x +y —1).

(a) Bewijs dat f vier stationaire punten heeft.

(b) Bewijs dat f in precies één van deze punten een extremum heeft. Aanwijzing: teken het nulni-
veau en gebruik de maximum-minimum stelling.
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Opgave 4.11 De functie f : R” — R (met n > 2) is gedefinieerd door f(x) = (x,x)? — (a, x)?,
waarin a een vaste vector in R” \ {0} is.

(a) Bewijs dat
711 = 00,0[) C B(O; jal).

(b) Bewijs dat (grad f)(x) = 4(x, x)x — 2{a, x)a.
(c) Bewijs dat f twee lokale minima heeft en bereken deze. Aanwijzing: gebruik de maximum-
minimum stelling op B(0; |la|) := {x € R" | ||x|| < |la||} en merk op dat f(—x) = f(x).

(d) Geef met behulp van een tekening voor het geval n = 2 de tekenverdeling van de functie f.

Opgave 4.12 Beschouw de veeltermfunctie

1
fley) =357 —x 42y

van twee variabelen. Bereken de partiéle afgeleiden df/dx en df/dy, en bepaal de kritieke punten.
Onderzoek of f |y, zijn maximum en/of minimum aanneemt op het rechter halfvlak

Vi=A{(x.y)[x =0},
en tevens of f|y— dat doet op het linker halfvlak
Vo ={(x.y)|x =0}

Is dit zo, bepaal dan ook het maximum, resp. minimum. Beantwoord tenslotte dezelfde vragen met
f(x, ) vervangen door g(x, y) = 1x3 —x — xy2.

Opgave 4.13 Bepaal van elk van de volgende functies of hij wel of niet uniform continu is. Bewijs
de juistheid van uw bewering.

(@ x> x3o0pR

(b) x — x3op [0, 1].
() x = /xop[l,o0].
(d) x+— /xop[0,00].

Opgave 4.14 In deze opgave beschouwen we functies op R?, p > 1.

(a) Toon aan dat de functie f : x + ||x||, R? — R uniform continu is.
(b) Toon aan dat de functie g : x — ||x||?, R? — R niet uniform continu is.
(c) Toon aan dat de functie /2 : x + /| x|, R? — R uniform continu is.

Opgave 4.15 De functies f, g : R — R zijn uniform continu op R.
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(a) Bewijs: de functie f + g is uniform continu op R.

(b) Bewijs: de samenstelling g o f is uniform continu op R.

(¢) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de produktfunctie fg niet noodzakelijk uniform continu
isop R.

(d) Veronderstel nu dat bovendien gegeven is dat f, g begrensd zijn op R. Bewijs dat fg uniform
continu is op R.

Opgave 4.16 Gegeven is een continue functie f : [0,00[— R met limy— f(x) =a,a € R.
Zije > 0.
(a) Toon aan dat er een R > 0 bestaat zo dat

x,y>R=|[f(x)- fy)] <e.

(b) Toon aan dat er een § > 0 bestaat zo dat voor alle x, y € [0, R + 1] geldt

x =yl <d=1[f)-fl<e

(c) Toon aan dat de functie f uniform continu is op het interval [0, co [ .

Opgave 4.17 We beschouwen een functie g : Q@ — R met de eigenschap dat

lg(x) =g < [x =yl (x,y €Q).

(a) Zij (an) C Q een Cauchy-rij. Toon aan dat (g(ay))sen een Cauchy-rij is in R.

(b) Zij x € Ren laten (a,)nen en (by)nen rijen rationale getallen zijn met lima, = limb, = x.
Toon aan dat de rijen (g(an))nen en (g(bn))nen convergeren met dezelfde limiet. Aangezien
die limiet niet afhankelijk is van de gekozen rij, noteren we hem in het vervolg met f(x).

(c) Bewijsdat f = g op Q.
(d) Toon aan dat | f(x) — f(¥)| < |x — y| voor alle x, y € R.

(e) Toon aan dat f continu is.

Opgave 4.18 We beschouwen een rij (By)nen van gesloten en begrensde deelverzamelingen B, C
R?, met de eigenschap dat B, O Bp+1 2 9 voor alle n € N (de rij is dus monotoon dalend). Voor
iedere n € N kiezen we een element a, € By,.

(a) Toon aan dat de rij (a,) een convergente deelrij heeft. Noem de limiet van die deelrij x.
(b) Toon aan dat x € N, enBy.

(c) Toon aan dat het volledigheidsaxioma voor R gelijkwaardig is met de stelling van Bolzano-
Weierstrass voor R”.
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Opgave 4.19 Laten a, b € R reéle getallen zijn met a < b. We beschouwen een rij continue functies
Jfn i la,b] — R met de eigenschap dat f, < f,4+1 voor alle n € N. Voorts veronderstellen we dat er
een continue functie f : [a,b] — R bestaat zo dat voor elke x € [a, b] geldt lim, o fn(x) = f(x).

(a) Toon aan dat voor alle n € N geldt f,, < f op [a, b].

(b) Voor iedere n € N en € > 0 definiéren we de verzameling A, ¢ = {x € [a,b] | fu(x) <
f(x) — €}. Toon aan dat deze verzameling gesloten en begrensd is.

(c) Zije > 0. Toon aan: Ny>0An,e = 9.
(d) Zije > 0. Toon aan: A, ¢ D Ay41,e voorelken € N.
(e) Zij e > 0. Toon aan: er bestaat een N € N zo dat Ay = 9. Hint: gebruik Opgave 4.18.

(f) Toon aan dat er voor alle € > 0 een N € N bestaat zo dat

n>N=f—-e<f<f op la,b]

Opgave 4.20 We beschouwen een rij (¢, )nen in een metrische ruimte (V, d). Onder een limietpunt
van de rij verstaan we een getal a € N met de eigenschap dat voor iedere € > O en N € N een
n > N bestaat zo dat a, € B(a;e¢). Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn, voor
elkea € V.

(a) Er bestaat een deelrij (an; )ken Van (an)neny met limg_, o0 dn, = a.

(b) Het punt a is een limietpunt van (a, )neN.

Opgave 4.21 Gegeven is een begrensde rij (a,)nen in R. We definiéren een nieuwe rij (b, ),en door
by = sup{an, an+1,...} = suplag | k > n}.

(a) Bespreek waarom dit een correcte definitie is.
(b) Toon aan dat de rij (b, ) monotoon dalend is.

(c) Toon aan dat de rij (b, ) convergent is.

De limiet van de rij (b, ) wordt ook wel genoteerd met

llnnl)solipan = nll)moo by = nlLH;O sup{ay | k > n}.

In het vervolg schrijven we A := limsup,,_, o, dn.

(d) Zij € > 0. Toon aan dat er voor elke N € N eenn > N bestaat zo dat b, — € < A < by,,. Toon
aan dat hierbij een k > n bestaat zo dat b, — € < ap < by,.

(e) Toon aan dat A een limietpunt is van de rij (ay).

(f) Zij u een limietpunt van de rij (an). Zij € > 0. Toon aan dat er een N € N bestaat zo dat
by < A+ %e. Toon aan dat hierbij een k > N bestaat zo dat u < ap + %e. Toon aan dat
U <A+ e Bewijsdat u < A.

Zij L de verzameling limietpunten van de rij (a,).

(g) Toon aan dat limsup,,_,, an = max L.
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(h) Definieer en bespreek een vergelijkbare limiet lirg infa,. Merk in het bijzonder op dat
n—oo

liminf,— o0 @y = min L.

Opgave 4.22 We beschouwen een rij (a,)nen in een metrische ruimte (V, d). Zij L de verzameling
limietpunten van de rij (ay).

(a) Zij A € L. Toon aan dater bijelkee > Oenelke N € Neenn > N bestaat zodat d(A,a,) < €.
Hint: beschouw eerst B(A; %e) NnL.

(b) Toon aan dat L gesloten is.

Opgave 4.23 We beschouwen de functie f : R?> —> R gedefinieerd door

f(x,y) :=sin(x) - cos(y).

(a) Bereken alle stationaire punten van f op R2.
(b) Bepaal de nulniveauverzameling van f. Hint: schets een plaatje.

(c) Geef de relatieve maxima van f en bewijs dat je ook echt alle relatieve maxima hebt gevonden.

(d) Laat zien dat elk relatief minimum van f een absoluut minimum is.

Opgave 4.24 Zij D een rij-compacte metrische ruimte.
(a) Laat zien dat er voor elke ¢ > 0 eindig veel punten xy, ..., x, € D zijn met
n
D C U B(xg;¢).
k=1

Een metrische ruimte met de in (a) geformuleerde eigenschap noemt men pre-compact (in het Engels
ook totally bounded, een sterke vorm van begrensdheid).

(b) Toon aan dat (omgekeerd) elke metrische ruimte die volledig en pre-compact is 0ok rij-compact
is.

(c) Concludeer dat in een volledige metrische ruimte V' een deelverzameling A C V rij-compact is
dan en slechts dan als A gesloten en pre-compact is.

Opgave 4.25 De functie f : [0, 1] — R wordt gedefinieerd door

fx) = é voor x = g, p en g zonder gemeenschappelijke delers
0 voor x ¢ Q.

(a) Ganadat f in geen enkel punt van Q N [0, 1] continu is.
(b) Bepaal de verzameling D van punten waarin f wel continu is.

(c) Is de restrictie f|,, : D —> R ook uniform continu?
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(d) Leg uit waarom je (c¢) onafhankelijk van het antwoord nooit zou kunnen gebruiken om (b) op
te lossen.

Opgave 4.26 Zij (V, d) een metrische ruimte. Zij (a,)nen €entijin V. Zija € V.
(a) Stel dat de uitspraak

lim a, =a
n—>oo

niet waar is. Toon aan dat ¢ > 0 bestaat z6 dat
d(al’h a) 2 &

voor oneindig veel indices n.

(b) Zij nu D een rij-compacte deelverzameling van V' en veronderstel data € D en ook a, € D
voor alle n € N. Stel dat de rij (a)»en de eigenschap heeft dat iedere convergente deelrij limiet
a heeft. Bewijs dat

lim a, = a.
n—>o0

(c) Definieer een rij (a,)nen in R z6 dat iedere convergente deelrij limiet 1 heeft, terwijl de rij
(an)nen niet convergeert.

Opgave 4.27 Zij S een deelverzameling van het open interval ]0, 1[ bestaande uit n elementen en
laat SN de verzameling van oneindig lange rijtjes in S zijn. We definiérend : § x S — [0, oo zo-
danig dat als twee rijtjes (ax)ren en (bx)ren Overeenkomen op de eerste m elementen en verschillen
op het m + 1-ste element, dan is

d((ar)k. (br)k) = ao---am . (4.1)
Uiteraard definieren we dat d(x, x) = 0 voor iedere x € SV,
a. Bewijs dat zelfs geldt dat d(x, z) < max{d(x, y),d(y, z)} en leidt hieruit af dat d een metriek is.
b. Overtuig jezelf ervan dat iedere drichoek in deze metrische ruimte gelijkbenig is.

c. Bewijs dat SN volledig is met deze metriek.

Opgave 4.28 Zij f : Q — R? uniform continu, in deze opgave zoeken we een continue ‘voortzet-
ting’ g : R — R? met g(x) = f(x) voor alle x € Q.

(i) Laat zien dat er hooguit één voortzetting g kan bestaan.

(ii) Zij (xp)n eenrijtje in Q dat in R convergeert, toon aan dat ( f(x,)), een covergente rij in R?
is.

(iii) Construeer de gezochte functie g en ga na dat g uniform continu is.
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(iv) Geef een voorbeeld van een continue functie 7 : Q —> R? die geen op heel R gedefinieerde
continue voortzetting heeft.

Opgave 4.29 Definieer f : R? — R door

flx,y)=y(1—x>—y?.

(a) Bepaal alle stationaire punten van f (terzijde: men spreekt ook vaak over “’kritieke punten”).
(b) Zij
D:={(x.y) | x>+ y> <1}

Neemt f op D een maximum en een minimum aan? Zo ja, in welke punten?
(c) Wat is het beeld van D onder f?

(d) We bekijken nu weer f als gedefinieerd op R2. Een zadelpunt is een stationair punt dat noch
een lokaal maximum noch een lokaal minimum is. Heeft f zadelpunten? Zo ja, waar?

Opgave 4.30 Zij V de verzameling van alle begrensde functies f : R — R, d.w.z. { f(x) | x € R}
is naar onderen en boven begrensd, en definieer

Ll: VvV — R
o= S = supfl ()] | x € R}

Omdat de (puntsgewijze) som van begrensde functies begrensd is en een veelvoud van een begrensde
functie begrensd is, is V' een vectorruimte (lineaire ruimte) met in de oorsprong de nul-functie 0(x) =
0.

(i) Ganadat ||..|| een norm op V is. Hint: bewijs eerst dat
bov{Aa|ae€ A} = {Ab | bebovA}
voor alle A € Ren A > 0 (je mag dit ook dan gebruiken als je het niet kunt bewijzen).

(ii) Concludeer dat d(f,g) := ||f — g|| een metriek op V definieert en beschrijf wanneer een
functie f € V een element van de e-bol B(0; &) rond de nul-functie is.

(iii) Zij frr(x) = %sin(kx) voor k € N* = {1,2,3,...}. Bewijs dat limy_,o, fx = O ten opzichte
van de metriek d.

(iv) Ishetrijtje ( fk/ ) van afgeleiden van de fj, eveneens convergent ten opzichte van de metriek d ?

Opgave 4.31 Zij f : R"” > R™. Toon aan dat de limiet limy—., f(x) dan en slechts dan bestaat,
als er voor elke ¢ > 0 een § > 0 is met de eigenschap, dat voor alle x, y € Dom( f) de implicatie

dix,a) <6 AN d(y,a) <b§ = d(f(x),f(y) < e

geldt.
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Opgave 4.32 Gegeven is een afbeelding f : R? — R? met de eigenschap dat
2(1f(x,3) = f )P = (x =x)? + (y —y)? vooralle (x,y),(x',y") € R%.
(a) Laat zien dat f continu is.

Definieer het rijtje ((x;, Yn)nen) inductief door
(x0.y0) = (0,0) en (xpt1,Yn+1) = f(xn,yn)

(b) Ga na dat ((xz, yn)),en €en Cauchy-rij is. Hint: bereken eerst de afstand tussen (x,, y,) en
(Xn+1. Yn+1) in termen van || £(0,0) .
(c) Concludeer dat de limieten § = lim, o0 X, enn = lim,—~ ¥, bestaan en bewijs dat f(¢,7) =

(..

Opgave 4.33 Zija < b enlaat f : [a,b] — R een continue functie zijn. Neem drie willekeurige
punten xj € [a,b],k = 1,2, 3. Laat zien dat er een punt £ € [a, b] bestaat zo dat

fx1) + f(x2) + f(x3)
3 .

f(€) =
Hint: Definieer een functie g : K — R waarin K = [a, b] X [a, b] X [a, b] door de formule

Sfx1) + f(x2) + f(x3)
3

g(x1,x2,x3) =

en bewijs dat g(K) = [c, d] waarin ¢ = min f en d = max f.
[a.b] [a.b]
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5 Inversen van functies van een variabele

Opgave 5.1 We beschouwen de functie f : [0, co[— R gedefinieerd door f(x) = x® + 4x* + x2.
Bewijs dat f een inverse g heeft. Wat zijn het definitiegebied en het beeld van deze inverse? Laat
zien dat de inverse differentieerbaar is in 6 en bepaal g’(6).

Opgave 5.2 Gegeven zijn een monotoon dalende functie f : R — R en een punt a € R. Gegeven is
voorts dat voor elke € > 0 getallen p < a en ¢ > a bestaan zo dat f(p) — f(q) < €. Bewijs dat de
functie f continu isina.

Opgave 5.3 In het vervolg mag u de bekende eigenschappen van de functie x +— sin x gebruiken.
Voorts mag u gebruiken dat de beperking f* van de functie tot het interval / :=] — %, Z [ monotoon
strikt stijgend is.

(a) Bepaal het beeld J van de functie f. Motiveer uw antwoord.

(b) Zij g : J — I de inverse van de functie f. Laat zien dat de functie g differentieerbaar is, en
bepaal een formule voor g’(y), y € J.

Opgave 5.4 In het vervolg mag u de bekende eigenschappen van de functie x + e* gebruiken.
Voorts mag u gebruiken dat de functic f = sinh : R — R, x — (e¢* — ¢™)/2 monotoon strikt
stijgend is.

(a) Toon aan dat f een inverse g : R — R heeft.

(b) Toon aan dat de inverse gegeven wordt door

g(y) =log(y + /1 + y?). (y € R).

(¢) Toon aan dat g differentieerbaar is en bepaal een formule voor de afgeleide van g, zonder
gebruik te maken van de in (b) gevonden formule. Aanwijzing: laat eerst zien dat f”(x)% —
f(x)? =1

(d) Controleer het in (c) gevonden antwoord door differentiéren van de in (b) gevonden formule.

Opgave 5.5 Gegeven zijn metrische ruimten V, W, een rij-compacte verzameling A C V en een
continue afbeelding f : A — W. Zoals we weten is het beeld B = f(A) weer rij-compact. We
veronderstellen voorts dat f injectief is. Derhalve heeft f een inverse g : B — A. Doel van deze
opgave is aan te tonen dat g continu is. We redeneren uit het ongerijmde en veronderstellen dat g niet
continu is.

(a) Toon aan dat er een punt b € B bestaat waarvoor niet geldt dat lim,_,;, g(y) = g(b).

(b) Toon aan dat er een een constante € > 0 bestaat en een rij (b, )pen in B met limy, o0 by = b
endy(g(by),g(b)) > e voorallen € N.
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(c) Schrijfa, := g(bn). Laat zien dat de rij (an)nen een convergente deelrij (an ;) jen heeft. Noem
de limiet van die deelrij a. Toon aan dat f(a) = b.

(d) Voltooi het bewijs.

Opgave 5.6 Doel van deze opgave is het bewijs van Lemma 5.4 uit het diktaat op een andere manier
te bekijken. We beschouwen een interval / C R en een continue functie f : I — R. We beschouwen
de deelverzameling V = I x I van R? en de functie F : V — R gedefinieerd door F(x,y) =

fx)=f).
(a) Toon aan dat de functie F' continu is.
ZijVt :={(x,y) eV ]y >x}.

(b) Toon aan dat f injectief is dan en slechts dan als F geen nulpunten heeft op V.

(c) Bewijs dat de functie f strikt monotoon is dan en slechts dan als F een vast teken heeft op V7,
dwz overal strikt positief of overal strikt negatief is.

(d) Veronderstel data,b € V. Toon aan dat voor alle ¢ € [0,1] geldtc(t) := (1—t)a+th e V™.

(e) We veronderstellen nu dat f bovendien injectief is. Laat a,b € V. Toon aan dat F(a) >
0 < F(b) > 0. Hint: bekijk F(c(z)). Bewijs dat de functie f monotoon strikt stijgend is
of monotoon strikt dalend.

Opgave 5.7 Zij f : R > R een strikt monotone functie.

(a) Laat zien dat f inverteerbaar is.

(b) Wat kun je over f(Dom( f)) zeggen? Beschrijf i.h.b. het geval dat Dom( /) C R een interval
is.

(c) Toon aan dat f~! : R > R continu is indien Dom(f) C R een interval is en geef een
tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat dit niet waar hoeft te zijn indien Dom( f') onsamenhangend
is. Hint: herlees de preciese definitie van continuiteit.

Doel van de volgende twee opgaven is een ander bewijs te geven van Stelling 5.6 uit het dictaat.

Opgave 5.8 Gegeven is een interval / C R en een rij (a,),>0 in I die convergent is met een in /
gelegen limiet a.

(a) Toon aan: als a geen bovengrens is van de verzameling A := {a, | n > 0}, dan heeft A een
maximaal element.

(b) Toon aan: als A geen maximaal element heeft, dan is @ = sup{ay|n > 0}.
(¢) Toon aan: sup{a, | n > 0} en inf{a, | n > 0} bestaan en behoren tot /.

(d) Toon aan dat er een segment (gesloten en begrensd interval) /o C R bestaat met /o C [ en
a, € Iy voorallen > 0.
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Opgave 5.9 We beschouwen een open interval / C R en een continue monotoon strikt stijgende
functie f : I — R. Zoals bekend is J := f (/) een interval. De functie f is een bijectie van I op J.
De inverse noteren we met g : J — I. Gegeven is een deelverzameling A C I die gesloten is in /,
d.w.z., ieder in I gelegen limietpunt van A behoort tot A.

(a) Zij b een in J gelegen limietpunt van f(A). Toon aan dat er een rij (a,) in A bestaat met
lim,— 00 f(an) = b.

(b) Toon aan dater p,q € [ bestaan met p < g en met a, € [p, q] voor alle n € N. Hint: gebruik
de voorgaande opgave.

(c) Toon aan dat de rij (a,) een convergente deelrij (a,, ) heeft met een in [p, g] gelegen limiet a.
Toon aan dat f(a) = b.

(d) Toon aan dat f(A) gesloten is in J.

(e) Toon aan dat g : J — I continu is. Hint: gebruik een karakterisering van continuiteit d.m.v.
volledige originelen.
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6 Middelwaardestellingen

Opgave 6.1 Zij I C Reenintervalen f : I — R een differentieerbare functie.

(a) Stel dat f twee verschillende nulpunten a en b in [ heeft, dw.z., f(a) = f(b) = 0. Bewijs
dat de afgeleide f’ een nulpunt heeft dat tussen a en b ligt.

(b) Veronderstel nu dat f in I n verschillende nulpunten heeft, (n > 2). Bewijs dat f’ minstens
n — 1 verschillende nulpunten in I heeft.

(c) Bewijs dat de vergelijking tan x = x oneindig veel oplossingen x €]0, co[ heeft. Hint: Pas (b)
toe op de functie f(x) = sinx/x.

Opgave 6.2

(a) Laat f : R — R een veeltermfunctie van de graad n > 1 zijn, en veronderstel dat x; € R
een nulpunt van f is. Toon aan dat er een unieke continue functie ¢ : R — R bestaat zo dat
f(x) = g(x)(x — x1) voor alle x € R. Toon aan dat g een veeltermfunctie van de graad n — 1
is.

(b) Toon aan dat een veeltermfunctie / : R — R van de graad n ten hoogste n verschillende re€le
nulpunten heeft.

We definiéren de functies f; : R — R voor n € N met inductie als volgt. De functie fy is constant 1,
en voor elke n € N,

d
Far1(0) = (2 = 1) fu ).

(c) Bereken fy,(x) voorn =1,2,3,4.
(d) Bewijs dat f, een veeltermfunctie van de graad # is, voor elke n € N.

(e) Bewijs, voorelken € N, dat f;, precies n nulpunten heeft, die alle in het open interval | —1, 1]
gelegen zijn.

Opgave 6.3 Laatn € N, n > 2, en laten p,q € R willekeurig zijn. We beschouwen de veelterm-
functie f : R — R gedefinieerd door f(x) = x" + px +gq.

(a) Veronderstel dat n oneven is. Bewijs dat f minstens één en maximaal drie nulpunten in R heeft.

(b) Veronderstel nu dat n even is. Bewijs dat f maximaal twee nulpunten in R heeft.

Opgave 6.4 Zij I C Reenintervalena € I. Gegeven is een continue functie f : I — R. Veronder-
stel dat f differentieerbaar is op I \ {a} en dat limy_,, f’(x) bestaat. Bewijs dat f differentieerbaar
isop I endat f’ continu is in a.

Opgave 6.5 Gegeven zijn een differentieerbare functie f : R — R en een constante ¢ > 0 met de
eigenschap dat f’(x) > ¢ voor alle x € R.
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(a) Toon aan dat voor alle x > 0 geldt:

f(x) = f(0) +cx.

(b) Toon aan dat voor alle x < 0 geldt:

f(x) = f(0) +cx.

(c) Toon aan dat f een bijectie is van R op R.
De inverse van f noemen we g.
(d) Toon aan dat g differentieerbaar is en dat voor alle y € R geldt:

1

0<g'(y) < .

Opgave 6.6 Stelling van Darboux. Uit eerder behandelde voorbeelden weet u dat een afgeleide
functie niet noodzakelijkerwijs continu hoeft te zijn. Zie ook Opgave 1.19. Toch is een afgeleide
altijd doorlopend, zoals u in deze opgave zult bewijzen.

Gegeven is een differentieerbare functie g : [a,b] — R met g’(a) < 0 en g’(b) > 0.

(a) Zijr € Rzodat g’(a) < r < 0. Toon aan dat er een § > 0 bestaat zo dat voor alle x €] a,a+36 [
geldt:
gx) < g(a) +r(x—a).
Hint: gebruik de definitie van g’(a).
(b) Toon aan dat er een § > 0 bestaat zo dat voor alle x €] a,a + § [ geldt: g(x) < g(a).
(¢) Toon aan dat er een § > 0 bestaat zo dat voor alle x € b — §,b [ geldt: g(x) < g(b).
(d) Toon aan dat er een ¢ €] a, b [ bestaat waarin g zijn minimum op [a, b] aanneemt.
(e) Toon aan dat er een ¢ €]a, b [ bestaat zo dat g’(c) = 0.

(f) Gegeven is nu een differentieerbare functie f : [a,b] — R met f'(a) < f’(b). Toon aan dat
voor iedere p € Rmet f'(a) < p < f/(b) een ¢ €]a,b]| bestaat zo dat f'(c) = p. Hint:
beschouw de functie g(x) = f(x) — px.

Opgave 6.7 Zij M > 0.

(a) Gegeven is een differentieerbare functie f : R — R met de eigenschap dat | /' (x)| < M voor
alle x € R. Bewijs dat voor alle x, y € R geldt:

| f() = f()] = Mly —x|.
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(b) Gegeven is nu een differentieerbare functie ¢ : R? — R met de eigenschap dat || grad p(x)| <
M voor alle x € R?. Bewijs dat voor alle x, y € R? geldt:

lp(y) —@(x)| < M|y — x|

Hint: beschouw de functie g : ¢ — @(x + (¥ — x)) en pas een uit de infinitesimaalrekening
bekende kettingregel toe.

(c) Toon aan dat ¢ uniform continu is op R?.

Opgave 6.8 Bepaal de volgende limieten:

() limyyo 2EGHD

. e*—1—x—1x2
2
(b) limyo ——5—2—
eX4+e X2
X2
cos x—e*~
x
x+1—1—%x
X2

(¢) limy—o
(d) limx—o

(e) limy—q
. x2sin(d)

(f) limy—o “sinx
. SMFx—1+41

(g) limyx—o %

. (2
(h) limy—o P2

cos x—1+x2/2

(1) limy—g 4

Opgave 6.9 Zij f : R >> R continu differentieerbaar en ¢ € Dom( ) met f'(a) # 0. Laat zien
dat er intervallen 7/, J C R en een differenticerbare functie g : J — I bestaan met g( f(x)) = x
voor alle x € I en f(g(y)) = y vooralley € J.

Opgave 6.10 Zij f : R? > R partieel differentieerbaar en de gradient continu in a € Dom( f) met
grad f(a) # 0. Ga na dat er een kromme ¢ : I —> R? bestaat met f(c(¢)) =t voorallet € I.

Opgave 6.11 In het vervolg noteren we, voor p,q € R,

[p.ql =ip+1t@—p) 0=t =<1}

Hiermee wordt de interval notatie niet alleen zinvol voor p < ¢, maar ook voor ¢ < p. Ga na dat
[p.ql={xeR|p=<x=gqglalsp<gendat[p,g] ={x eR[g <x < plalsp=>gq.

We beschouwen een partieel differentieerbare functie f : R> — R. De parti¢le afgeleiden naar
de eerste en de tweede variabele noteren we met D f respectievelijk D5 f. Zij a € R?.
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(a) Toon aan dat voor iedere x € R? een reéel getal a1 (x) € [a1, x1] bestaat zo dat

f(x1,x2) = f(a1,x2) = Dy f(a1(x), x2) (x1 —ay).

(b) Toon aan dat voor iedere x € R? een reéel getal B2(x) € [az, x| bestaat zo dat

flai,x2) = f(a1,a2) = D3 f(ay, B2(x)) (x2 — az).

(c) We schrijven a(x) = (a1(x), x2) en B(x) = (a1, B2(x)). Bewijs dat limy_, @(x) = a en dat
limy—q B(x) = a.

(d) Gegeven is nu een functie ¢ : R — R? met ¢(0) = a. Toon aan dat voor iedere ¢ € R geldt

fle@) = f(c(0) = Dy falc))) (c1(z) —ar) + Dz f(B(c(1))) (c2(1) — az).

(d) Veronderstel nu dat ¢ differentieerbaar is in O en dat Dy f en D, f continu zijn in a. Bewijs dat
(f 2¢)'(0) = D1 f(a) c1(0) + D2 f(a) c5(0).

Breng het bovenstaande in verband met de in het college Infinitesimaalrekening behandelde ketting-
regel.

Opgave 6.12 (Variant van de regel van de ’Hopital) In deze opgave zullen we het volgende
aantonen. Laten f, g :] M, oo [~ R differentieerbaar zijn en veronderstel dat g’(x) # 0 voor x > M
en dat

lim f(x) = lim g(x) = oo.

X—>00 X—>00

Dan geldt:

f/(x)zyeR T GO

x—00 g'(x) x—00 g(x)

()
We gaan bewijzen dat (*) waar is. Veronderstel dat

A
m

X—>00 g’(x) B

en dat een willekeurige € > 0 gegeven is.
(a) Bewijs dat er een re€el getal x; > M bestaat zo dat g(x1) > 0 en zo dat voor alle x > x; geldt:
/
/ , (x) ‘ _€
g'(x)

g(x)>0; g(x)—g(x1) #0;

7

(b) Toon aan dat we voor elke x > x; kunnen schrijven

O fx) = yga) +(l_g(x1)) (f(x)—f(xl)_ )

g U7 g 2 ) g — g
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(c) Laat zien dat er een x, > X bestaat zo dat voor alle x > x5 geldt

S(x1) —yglx1)| e g(x1)
— 1- <1
g(x) 2’ gx) |~
(d) Toon aan dat voor alle x > x5 geldt g 83 — y‘ < €. Waarom is (*) nu bewezen?

(e) Toepassing: bepaal de volgende limieten:

. log(5 — arctan x) . X +sinx
lim , lim ——.
x—00 log x x—oo X

Opgave 6.13 Zij f : [a,b] — R differentieerbaar en f’(x) < 0 voor alle x € [a, b]. Doel van deze
opgave is nogmaals te bewijzen dat f monotoon dalend is op [a, b], ditmaal direkt uit de definitie van
afgeleide, dus zonder de middelwaardestelling te gebruiken. Zij € > 0.

(a) Toon aan dat voor iedere & € [a,b [ een 6 > 0 bestaat zo dat voor alle x € [£,& + § [ geldt:
f(x) = f(€) +elx—$).

Zij V de verzameling van punten ¢ € [a, b] zo dat voor alle x € [a, ¢] de volgende schatting geldt:
fx) = fla)+e(x—a) (%)

(b) Toon aan dat s := sup V bestaat.

(¢) Toon aan dat voor alle x € [a, s [ de schatting (*) geldt.
(d) Toonaandats € V.

(e) Toon aan dats = b.

(f) Toon aan dat f(x) < f(a) voor alle x € [a, b].

(g) Toon aan dat f monotoon dalend is op [a, b].

(h) Veronderstel nu dat f’/(x) = 0 voor alle x € [a, b]. Toon aan dat f constant is op [a, b].

Opgave 6.14
(a) Toon aan dat voor iedere x € [0, 0o [ geldt

1

2
X X
Vitx—(0+=—-"2)] < —x3
‘ +x—( +2 8) = e*
(b) Bepaal p,q € N zo dat
1
VAT S P —
‘ q |~ 1600000

Opgave 6.15 We beschouwen de functie f :] — 1,00 [ — R gedefinieerd door f(x) = log(1 + x).
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(a) Bepaal een formule voor de n-de afgeleide f™ van f, voor n € N.
(b) Bepaal het n-de orde Taylor polynoom p, van f rond het punt 0.
(c) Toon aan dat voor elke x € [0, 1] geldt:

1
| f(x) = pn(x)| < m

(d) Toon aan dat voor elke x € [0, 1] geldt f(x) = limy— 00 pn(X).
(e) Toon aan datlog2 =1 — % + % - % + e

Met behulp van de restterm van Lagrange is (d) niet aan te tonen voor alle x €] — 1,0[. Toch geldt
(d) voor dergelijke x, zoals uit de volgende onderdelen zal blijken. In het vervolg veronderstellen we
steeds dat —1 < x < Oendatn € N.

(f) Toon aan dat er een ¢ €] x, 0] bestaat zo dat

£ = pa() = [ = (] x.

(g) Toon aan dat
|x|n+1

| f(x) = pn(x)] < l—f——x

(h) Toon aan dat voor alle x €] — 1,0 geldt f(x) = limy—co pn(X).

Opgave 6.16 In deze opgave is voor alle functies f, g, : R > R de oorsprong 0 een inwendig punt
van het domein. Zij h : R>>Renk € N = {0,1,2,...}. Dan schrijven we & = O(x*) indien er
een open interval / C Dom(/) met O € [ en een constante C > 0 bestaan met de eigenschap dat voor

h(x)

alle x € I de afschatting |h(x)| < C |x|¥ geldt, en h = o(x¥) indien ~(0) = 0 en lim0 W =0.
x—0 |x

(a) Laat zien dat voor elk k € N geldt dat als & = o(x¥) dan h = O(x*), en als h = O(x¥) dan

h = o(xk=1.
(b) Bewijs dat g : R >> R met g = o(x') differentieerbaar in x = 0 is. Bereken de afgeleides
2% (0), k =0,1,...,m onder de extra voorwaarde dat g = o(x™) en m keer differentieerbaar

18S.

(¢) Zij f : R>> R een (n + 1)-keer differentieerbare functie met f = o(x™) en continue (n +
1)ste afgeleide f®*1. Toon aan dat dan zelfs f = O(x"*1) is.

Opgave 6.17 Zij p : R — R een veelterm. Laat zien dat

lim p(x)e™* = 0.
X—>00
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Opgave 6.18 Deze opgave behandelt de vraag of een functie gegeven wordt door zijn Taylorreeks.
We gebruiken de verkorte notatie p,(x) voor het n—de orde Taylorpolynoom van een functie f :
I — Rrond het punta € I, met I een open interval.

(a) Zij I =R, f(x) = sinx ena = 0. Gebruik Lemma 6.38 om aan te tonen dat voor alle x € R
geldt

sinx = lim p,(x) .
n—>oo

Een willekeurig vaak differentieerbare functie f : I — R heet re€el analytisch in a indien er een
omgeving J > a bestaat zo dat voor elke x € J de limiet lim,— pn(x) bestaat en gelijk is aan f(x).
Niet alle functies die willekeurig vaak differentieerbaar zijn, zijn re€el analytisch. Zij g : R — R

gegeven door

1
e x2 x#0
X =

g(x) 0 NS

(b) Gebruik inductie om te bewijzen dat voor alle n € N er een polynoom r,, () bestaat zo dat voor
alle x #£ 0

gM(x) = r(l/x)e

(waarin y = 1/x een voor de hand liggende substitutie is). Laat zien dat

lim g™ (x) =0 vooralle n € N.
x—0

(c) Gebruik inductie om te bewijzen dat g(x) willekeurig vaak differentieerbaar is in x = 0 en dat
g™ (0) = 0. Hint: Gebruik de definitie

™ (x) — M0
x—0 x—0

’

substitueer y = % en gebruik herhaaldelijk de regel van I’Hopital uit Opgave 6.12.

(d) Toon aan dat g niet reéel analytisch is in 0.

Opgave 6.19 Zij I C R een open interval, f : I —> R differenticerbaaren a,b € I meta < b.

(@) Schrijf f(x) = f(a) + ¢(x) - (x —a) = f(b) + ¥ (x) - (x — b) met continue functies ¢, Y :
I —> R (d.w.z. definieer deze en controleer de eigenschappen) en verifieer ¢ (b) = V¥ (a).

(ii) Definieer
x: [-1,1] — R o + t(b—a)) —1<tr<0
t ()= als
Y(a + t(b—a)) 0<r<l1

en laat zien dat voor w strikt tussen ¢(a) en ¥ (b) eent € |—1, 1[ bestaat met y(z) = w.
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(iii) Zij w strikt tussen ¢ (a) en Y (b), leg uit waarom y, z € [a, b] bestaan met

f)—f(2)
y—z

Hint: gebruik y uit (i7).

(iv) Concludeer dat voor elke w strikt tussen f’(a) en f/(b) eenc € Ja, b| bestaat met f'(¢) = w
(de stelling van Darboux).

Opgave 6.20 Zij f : R —> R vier keer differentieerbaar en veronderstel dat f(0) = 0, f/(0) = 0,
") =0, f"(0) = 6.

(a) Bewijs dat een interval I bestaat z6 dat 0 een inwendig punt van / is en bovendien voor x € [/
geldt dat

f"(x) >0  voorx >0,
f"(x) <0  voorx <0.

(b) Toon aan dat voor x € I en x # 0 geldt f/(x) > 0.
(¢) Toon aan dat de restrictie van f tot / monotoon strikt stijgend is.
(d) Zij g de inverse van de restrictie van f tot /. Bewijs dat g niet differentieerbaar is in y = 0.

(e) Bekijk nu het speciale geval f(x) = x3(1 4+ x3). Leidt een expliciete uitdrukking voor de
inverse g(y) af.

Opgave 6.21 Bereken

1
. 1 sin(zx)
Iim | — .
x—>1 \ X

Hint: ab = ebloga,
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7 Integratie

Opgave 7.1 Definieer f : [0,2] — R door f(x) = x. Geef een verdeling V' van [0, 2] zo dat

<S(fV) en E(ﬁV)fg.

| W

Opgave 7.2 We beschouwen de functie f : [—1, 1] = R gedefinieerd door

als x #0;
als x =0.

f@=11

(a) Kies zelf een verdeling van [—1, 1] en bereken de bijbehorende onder- en bovensom van f.
(b) Zij A:={S(f, V)|V € V([—1, 1])}. Bepaal sup A.

(c) Geef een verdeling V van [—1, 1] zo dat S(£, V) < 1/100.

(d) Zij B := {S(f.V) | V € V([-1,1])}. Bepaal inf B.

(e) Is de functie f Riemann-integreerbaar over [—1, 1]? Motiveer uw antwoord.

Opgave 7.3 Zija,b € R, a < b. We beschouwen een begrensde functie f : [a,b] — R die een
primitieve heeft, d.w.z., er bestaat een differentieerbare funktie F : [a,b] — R met F' = f.
ZijV ={a = x9 < x1 <...<Xx, = b} een verdeling van [a, b].

(a) Toon aan dat voor iedere 1 < j < n geldt:

inf f - (xj —xj-1) = F(xj) = Fxj-1) = S}lpf (xj = xj-1).

J

(b) Toon aandat S(f,V) < F(b) — F(a) < S(f. V).

(c¢) Toon aan dat

b —b
/ F(x)dx < F(b) - Fla) < / P dx.

—a

(d) Bewijs: als bovendien gegeven is dat f Riemann-integreerbaar is, dan is

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Opgave 7.4 Gegeven zijn a,b € R met a < b en een monotoon stijgende functie f : [a,b] — R.

(@) ZijjV ={a = xo < x1 <...< Xxn = b} een verdeling van [a, b]. Toon aan dat

S(HV) =D im0 —xjm), SV =) fe)(xj —xj-1),
j=1 j=1
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(b) Schrijf e = max{x; —x;_1 |1 < j < n}. Toon aan dat

S(£V)=S(£V) < e(f(b) — f(a)).

(c¢) Toon aan dat

—b

b
S(LV) = / f(x)dx S/ fx)dx = S(f.V)+e(f(b) — f(a)).
(d) Toon aan dat f* Riemann integreerbaar is op [a, b].

Opgave 7.5 Gegeven zijna,b € R met a < b. We beschouwen een continue functie f : [a,b] — R
met f(x) > 0 voor alle x € [a, b].

(a) Toon aan dat fab f(x)dx > 0.

(b) Bewijs: als f niet overal gelijk is aan nul, dan bestaat er een p > 0 en een tweetal punten
¢,d €[a,bl metc < d zodat f(x) > p vooralle x € [c,d].

(c) Bewijs: als f niet overal gelijk is aan nul, dan bestaat er een verdeling V van [a, b] zo dat
S(f,V)>0.
(d) Bewijs:

b
/ f(x)dx=0= f =0.

Opgave 7.6 We beschouwen de functie f : I = [0, 1] - R gedefinieerd door

als x=% met n €N,
anders.

=14

(a) Toon aan dat voor iedere verdeling V' van I geldt S(f, V) = 0.
(b) Toon aan dat voor iedere € > 0 een verdeling V van I bestaat met S(f, V) < e.

(c) Toon aan dat f Riemann-integreerbaar is over / en bepaal zijn integraal.

Opgave 7.7 We beschouwen de functie f : I = [0, 1] - R gedefinieerd door

als x €Q,

1
f(x):{o als xel\Q.

(a) Toon aan dat voor iedere verdeling V' van I geldt S(f, V) = 0.

(b) Toon aan dat
—1

/0 f(x)dx =1.
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(¢) Is de functie f Riemann-integreerbaar over I ? Motiveer uw antwoord.

Opgave 7.8 (Middelwaardestelling) Gegeven is een continue functie f : [a,b] — R. Bewijs dat er
een ¢ € [a, b] bestaat zo dat

b
/ £() dx = £(0) (b —a).

Hint: beschouw een primitieve F' van f.

Opgave 7.9 De functie f : [a,b] — R is Riemann-integreerbaar. We beschouwen de functie F :
[a, b] — R gedefinieerd door

F(x) = / £() dt.

(a) Waarom is F' goed gedefinieerd?

(b) Toon aan dat er een constante M > 0 bestaat zo dat voor alle x, y € [a, b] met x < y geldt:

—M(y —x) < F(y) — F(x) = M(y — x).

(c¢) Toon aan dat F' continu is.

(d) Toon aan dater ¢ € [a, b] bestaat zo dat
c b
/ f(t)dt = / f() dt.
a C

Opgave 7.10 We beschouwen een functie f : [0,1] - Rmet 0 < f(x) < 1 voor alle x € [0, 1].
Van de functie f is bovendien gegeven dat voor iedere p > 0 de verzameling

Ap :=1{x €[0.1]| f(x) > p}
eindig is.
(a) Toon aan dat _fol f(x)dx > 0.
In het vervolg veronderstellen we dat p > 0 willekeurigisendat V = {x; | 0 < j < n} een
verdeling van [0, 1] is.
(b) Toon aan dat voor ten hoogste 2|4 | indices j geldt dat sup 1; f>np.
(c) Toon aandat: S(f,V) <2m|Ap| + p, metm = maxi<;<n (/).

(d) Toon aan dat de functie f Riemann integreerbaar is en dat fol f(x)dx =0.

(e) We beschouwen de functie g : [0, 1] — R gedefinieerd door g(x) = O als x € [0,1] \ Q of
x = 0 en door

1
gx)=— als x==
q

m;et P, q positief geheel en onderling ondeelbaar. Bewijs dat g Riemann integreerbaar is en dat
Jo 8(x) dx = 0.
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(f) Uitsmijter voor de liefhebber: Laat zien dat de functie g continu is in ieder punt van de
verzameling [0, 1] \ Q, en bovendien in het punt 0. Toon ook aan dat de functie g discontinu is
in ieder punt van |0, 1] N Q.

Opgave 7.11 Zij I := [a, b] een gesloten en begrensd interval (a,b € R, a < b), verder f : [ — R
een monotone functie (d.w.z. f is monotoon stijgend of monotoon dalend). Bewijs dat f over /
Riemann-integreerbaar is of geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat dit niet zo hoeft te zijn.

Opgave 7.12  Zij C(]0, 1]) de reéle lineaire ruimte van continue functies f : [0, 1] — R. We de-
fini€ren door

1
71 = [ 1ol ax
een afbeelding || - || : C(]0, 1]) — R die ook de integraalnorm wordt genoemd.
(a) Verifieer dat || - || inderdaad alle eigenschappen van een norm heeft, d.w.z.,

() £l = 0vooralle f € C[0,1];

(2) || f]l = 0 dan en slechts dan als f* de nulfunctie is;
A3) IAf |l = |A 1 f|| vooralle f € C[0,1] enalle A € R;
@ lf + gl =1/l + ligl vooralle f. g € C[0, 1].

(b) Zoals elke norm op een lineaire ruimte maakt de integraalnorm van C([0, 1]) dm.v. d(f, g) :=

| f — gll een metrische ruimte. Bereken de hierdoor gedefinicerde afstand tussen de functies
sin 2w x en cos 2w x, en geef een interpretatie van dit getal. Hint: maak een schets.

(c) Gana dat de functies ( f,)n>2 gedefinieerd door

1
als x > —,

Sl -
S

Sfu(x) =

als x

S
A

S|~

een Cauchy-rij in C([0, 1]) vormen.

(d) Laat zien dat er geen functie g € C(]0, 1]) bestaat waarvoor geldt dat lim,, 0 ||g — full = O
en concludeer dat C([0, 1]) voorzien van de norm || - || niet volledig is.

Opgave 7.13 Zija,b € Rmeta < b. Een functie /4 : [a, b)] —> R heet Lipschitz-continu als

dc>o0 Vx,ye[a,b] |h(x) —h(y)] = C-|x—y|.
() Ga na dat elke Lipschitz-continue functie & ook uniform continu is.

(ii) Zij g : [a,b] — R continu differentieerbaar. Laat zien dat g Lipschitz-continu is.
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(iii) Zij f :[a,b] — R Riemann-integreerbaar en

F(x) = /xf(t)dt .

Toon aan dat F : [a,b] —> R Lipschitz-continu is.

(iv) Is F uit (iii) altijd differenticerbaar? Bewijs deze bewering of geef een tegenvoorbeeld.

Opgave 7.14 Zij I := [a, b] voor zekere reé€le getallen a, b met b > a. Zij f : I —> R differenti-
eerbaar en veronderstel dat /" begrensd is op /. We roepen in herinnering dat de variatie van f over
een interval J, met J C I, is gedefinieerd door

V;trf =sup{f(x)— f(¥) | x,yeJ}

en dat we met £(J) de lengte van J aanduiden. In het volgende is V' steeds een verdeling van / met
maas (wijdte) m(V), is S(f, V) de ondersom van f bij de verdeling V en S(f, V) de bovensom, en
is E een rij strooipunten bij V.

(a) Toon aan dat een constante M > 0 bestaat z6 dat

V;lrf <MILJ)

voor ieder interval J C I.

(b) Toon aan dat voor iedere verdeling V' van I geldt
S(£LV)=S(LV) < Med)ym(V)

waarbij M de constante uit (a) is.

(c) Toon aan dat een constante K > 0 bestaat z6 dat voor iedere keuze van V en E geldt

b
/ fx)dx—=S(£,V,B) < Km(V).

Hierbij is S(f, V, E) de Riemann-som van f voor V en E.

Opgave 7.15 Toon aan dat een begrensde functie f : [a,b] —> R dan en slechts dan Riemann-
integreerbaar is, als voor elk rijtje (V;)nen van verdelingen met limy, .o, m(V;,) = 0 voor de maas en
elk rijtie (E,)nen van bijbehorende strooipunten de rij (S( £, Vy, En))nen € RY convergent is.

Opgave 7.16 Zij f : R — R een begrensde en twee keer continu-differentieerbare functie. Bewijs
dat er een punt xo € Ris zo dat " (xo) = 0.
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Opgave 7.17 Zija < benlaat f : [a,b] — R een Riemann-integreerbare functie zijn. We willen in
deze opgave bewijzen dat voor iedere ¢ > 0 er een continue functie ¢ : [a, b] — R bestaat zo dat

b
/ () — p(x)] dx <. (%)

(a) Neem een ¢ > 0. Bewijs dat er een stuksgewijs constante (stap) functie v : [a, b] — R bestaat
zo dat

b &
[ 17— verax <.

(b) Pas de functie ¥ aan tot een continue functie ¢ : [a,b] — R zo dat

| ™

b
/ () — ()] dx <

(c) Bewijs dat voor deze functie ¢ geldt ().

Opgave 7.18 Zij I C R eeninterval, f : I —> R differenticerbaar met f’(x) # 0 voor alle x €
en F een primitieve van f. Toon aan dat

b b
f Fldy = o) — FGUNO)

voorallea,b € f(I).
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